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DELLE 

SERIE  RICORRENTI. 

Del  Sig.  Gì an-F rance sco  Malfatti  Pubblico  Pro- 
fedo  re  di  Matematica  nella  Pontificia  Univerfità  di  Fer¬ 
rara  . 

1  •  "T"  Illuflre  Geometra  Sig.  Luigi  de  là  Giunge ,  che  tie~ 
JLj  ne  un  de’  primi  feggi  tra  i  Matematici  dell’Europa 
e  fa  tanto  onore  al  nome  italiano  ,  nel  i.°  Volume  delle 
Memorie  di  Xorino  riduce  la  teoria  delle  ferie  ricorrenti  al* 
la  integrazione  delle  equazioni  lineari  a  differenze  finite  ;  e 
la  flabilifce  per  tal  modo  fu  dei  principi  legittimi  e  natura¬ 
li  ,  laddove  prima  di  lui  ella  era  fiata  trattata  per  vie  affat¬ 
to  indirette  .  Ritorna  poi  fullo  ffeffo  argomento  nelle  Me¬ 
morie  dell"  Accademia  Reale  delle  Scienze  e  belle  Lettere  di 
Berlino  per  V  anno  1775,  e  alla  pag,  184  così  la  difeorre . 
2.  5?  Sia  la  ferie  /  ,  /  ,  y  ecc.  y  ,  y  y  eco  nel- 

3,  la  quale  fi  abbia  collantemente  quella  equazione  lineare 
„  tra  n  termini  fucceffìvi  ;  Ay*  -{-By^  x  -j-  Cy  -f-  ecc. 

3,  Ny*+n  =  o . (A)  3  effendo  A,  B,  C  ecc.  N  coeffi- 

33  cienti  collanti  qualunque  .  Quella  farà  una  ferie  ricorren- 
33  te  femplice  dell’ordine  n\  e  Y  equazione  (A)  farà  l’equa- 
33  zionc  differenziale  finita  ,  che  fi  tratta  d*  integrare  per 
33  aver  1’  efpreffione  del  termine  generale  yy  della  ferie  prò- 

3,  polla. 

33  A  quello  fine  fuppongo  y^zzzax* 5  effendo  a 5  a  collanti 

33  indeterminate  .  Avrò  dunque  y  *  axMArX  3  z=àx*+2  ecc., 

33  e  facendo  le  follituzioni  nell’  equazione  (  A  ) ,  effa  diver- 
33  rà  divilìbile  per  a**  5  e  fi  avrà  dopo  la  divisone  A-\*Bx 

C  c  c  c  ij 
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33 

33 

33 

33 

33 
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.Ij_ £V _J_ ecc.  -\-Nxn  ~o  . ..  .(B)  .  Da  quella  equazione  è 
chiaro  ,  i.°  che  non  trovandoli  in  elfa  il  coefficiente  a> 
quello  coefficiente  refta  arbitrario;  i .•  che  quella  equazio¬ 
ne  efTendo  relativamente  ad  oc  del  grado  »,  elfa  fommini- 
firerà  in  generale  »  valori  differenti  di  oc  che  io  denote¬ 
rò  con  a  ,  /3 ,  y  ecc.  Si  avrà  dunque  per  tal  modo  pren¬ 
dendo  pure  diverfi  coefficienti  a,  b ,  c  ecc.  n  valori  diverfl 
di  y  ^  cioè  dot*,  bfi*  ,  ecc.;  e  ficcome  1’  equazione  (  A  ) 


,,  è  lineare ,  è  facile  il  vedere  che  la  fomma  di  quelli  diffe- 
„  renti  valori  di  yx  vi  foddisferà  parimente .  Di  maniera  che 


„  fi  avrà  in  generale 

y*  =  doc*  — |—  bfi*  — |—  cy*  — ecc. 

3,  E  ficcome  quello  valore  di  yn  contiene  »  collanti  arbitra- 

3,  rie  <z3  b,  c  ecc.,  effo  farà  l’integrale  completo  dell’equa- 
3,  zione  (A)  dell*  ordine  ntsim9 . 

3.  3,  Se  fi  fuppone  che  i  primi  termini  »  della  ferie  pro- 

3,  polla  fìan  dati ,  fi  potrà  coi  loro  mezzo  determinare  le  » 
3,  collanti  arbitrarie  a,  b  ,  c  ecc.  ,  e  a  tal  uopo  ballerà  ri- 
3,  folvere  le  »  equazioni 

,3  /a  =  *-f-&-|-c  +  ecc.;  y  xz=z  ax-\-bfi~\-cy-\-  ecc.  ; 

3,  yz  z=z  dot2  4-  bp>*  4-  cy2  ecc.  ;  yn_x  =  dot”-'  -f  bfin-'  -f  cyn~'  ecc. 
,3  Nel  cafo  di  n=  1  ,  fi  ha  a=yo  ;  nel  cafo  di  »r=2  ,  fi 


1  a — ?± _ —•  b-=?— — —  ;  nel  cafo  di  «  =  3  fi  avrà 

oc  —  fi  /3  —  oc 

j',— (P+?)s,+0?sa  s,  —  («  +  y)y*  +  «w. 

(«  —  /3)(«  —  y)  ’  — 


c=  - ,  e  cosi  di  feguito  .  Da  ciò  e  dal- 

(7  -  «)  O  -  /3) 

„  la  nota  teoria  delle  equazioni  è  facile  il  concludere,  che 
fe  fi  fa  per  abbreviare 
A  — I—  Boc  — CV  — ]—  Do t3  ~j—  ecc.  —j—  :  E 
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„  B  +  Ca-|-Da2-j-ecc.=:^ 

?5  C  +  D<x  -f-  ecc.  =  R 

„  P  ecc.  =  J 
ecc. 


£/o  4-  R/,  4-  ecc. 

„  fi  avrà  in  generale  a  =  - — — - ;  e  cangiando 

dP:dx 

3,  in  queft’  efpreffione  di  la  quantità  a  in  £  ,  y  ecc.  5  fi 
33  avranno  i  valori  degli  altri  coefficienti  c  ecc. 

„  Se  accade  che  due  o  più  radici  liano  eguali ,  batterà  fup- 
3,  porre  le  lor  differenze  infinitamente  piccole  ,  e  fi  troverà 
„  nel  cafo  di  /3  =  a*  che  i  due  termini  ax*  -j- £/3*  dell’  ef- 
3,  preffione  di  yH  diverranno  di  quefta  forma  a'of  -f-  b'xx"~' , 
55  in  cui  farà 


5) 


53 


a ' 


d§L  dR  dS 

T/°  +  T/>  +  t:'.  + ecc- 


dzP:idx* 

+  R/,  +  ■*>,  +  ecc. 


dzP:zdxz 

33  e  fe  fi  ha  ^  =  / 3  =  a ,  allora  i  tre  termini  da*  b$H 

33  diventeranno  a*  4-  b'xx*"1  4-  C-~-— — -  a*“*  ,  ove 

1  2 

33  farà 

:,A4-— .A  +  ^  +  ecc. 
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« 


zdxì 
diP:(i.^dx3) 


33 


da' 


,  dR  .di’  , 
^+^+^*+ecc- 


d3P:(i.^dx3) 


&S0  +  R/,  +  -*>,  +  ecc. 


33 


.  E  così  del  retto .  ,, 


dìP\{i.^dx1) 

4.  Per  vedere  fe  quette  formole  canoniche,  potte  dal  Ch. 
Autore  pel  cafo  delle  radici  eguali  ,  fian  giufte  ,  io  ne  farò 

C  c  c  c  jij 
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F  applicazione  ad  un  efempio  facile  di  una  ferie  ricorrente 
di  3.0  grado.  Sia  queda  i,  1,  2,  2,  3,  3,  4,  4  ecc.  ,  la 
quale  ha  per  fcala  di  relazione  F  equazione  n} — z* —  z 
+  i=o5  odia  (z — 1  )*  (  z -j—  1  )  =  o  contenente  due  radi¬ 
ci  eguali  all’  unità  pofitiva  ed  una  terza  eguale  all’  unità 
negativa  .  Fatta  pertanto  1  =  a  ,  e  cangiato  z  in  a  ,  farà 
1 — a  —  or  -j-  a3  n=  o  ,  onde  1 — oc  —  a*  +  aJ=P;  — i  —  <% 
+  =  &  — i*-j-a  =  R;  1  —  T  .  Quindi  rifulta 

dP  __  .  ,  d'P  __  *2 


dR  dS 

:  1  ;  =  o  ,  e  rimetto  il  valore  di  oc  ;  §)  =: 

dot 


o  ;  X=  I  ; 


^P 

da 


d'P 


’  'idct 


;  = 2  ; 


’= 1  ; 


iR 

da. 


dx 

Rz 
dS 

.  Ora  il  termine  generale  di  quella  ferie  dev’  edere 

della  forma  a' a"  -f-  b'xa*-1  -j-  c(  —  1)"  9  ovvero  a'-J-  b'x 
+  *( — 1  T  •  Ma  in  genere  pel  cafo  di  2  radici  eguali  ab- 
dQ  dR  dS 

dIy°  +  Tay'^Tj' ecc> 


biamo  a' = 


dzP:ida‘ 

SL/,,  +  RS,  +  Ss,  ecc. 


,  cioè  fodituendo  i  valori  di  yQ , 


b'z=z  — - _ _ _ _ 

d'Puda' 

yx  3  3  e  così  gli  altri  di  §L9  R  ,  S  *  e  loro  differenzia  li 


per  ridurci  alla  nodra  ferie  ;  a’z=zi,  P  =  -  ;  e  diventando 

2 

&s0+Rs,+Sjt 

c  “ - ~dRd^ -  5  ove  ^  faccia  —  1  ,  e  lì  riferi- 

fcano  R,  i1,  P  alla  radice  (3  ,  che  fa  nafeere  <§>=:-—  1 
,  iP 

—  /2  4"  2  —  1  ;  R  =  —  I  -{-  /?  =  —  2  ;  vf  ”  I  ;  l 

d/3 


2/S  -j-  3/S2  —  4  ,  e  finalmente  cr=r-;  col  canone  del  Sig. 

4 

d?  la  Grange  3  farà  il  termine  generale  della  propoda  ferie; 


R  I  C  O  R  E  N  T  I  . 


I  X  I  ( 

1  ~f~  Zi  ' 


l)M 
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2  .  ;  il  che  non  concorda  col  vero  ,  potendo 

chicchera  conofcere  facilmente ,  che  il  vero  termine  °enera- 

Je  è  -  +  -“f - _ — .  Se  faremo  il  confronto  di  quello  col 

precedente,  vedrem  che  la  diverfità  confìtte  unicamente  nel  pri¬ 
mo  termine  ,cioè  nel  valore  di  a', che  non  ben  li  determina 
d§L  ,  dR  .  dS 

eCC- 


coi  fare  <*'  = 


da 


da 


d2P:ida‘ 


,  perchè  a  quella  fra¬ 


zione  va  aggiunta  o  levata  qualche  cofa  .  Da  ciò  ho  prefo 
argomento  di  rifarmi  da  capo  e  di  efaminare  più  intimamen¬ 
te  quella  materia  per  vedere  fe  mi  riefca  nel  cafo  delle  ra¬ 
dici  eguali  di  prefentare  con  maggiore  efattszza  il  termine 
generale  delle  ferie  ricorrenti . 

5.  Stabilita  la  ricorrente  generica ,  y  ,j/  5  y . ? 


y. 


y 


il 


cui  termine 


generale  è  y^  fup- 


pongo  che  V  equazione  di  relazione  fi  a 

Ay„  +  ByH+x  +  Cy^ - +  KyM+t_.x  +/*+,  =  o  ,  onde  la  fe¬ 

rie  fia  del  grado  Fatto  y^  =  cz%  la  fuddetta  equazione  fi 


ridurrà  a  quell’  altra  A  ~f-  Bz  -f-  Czd _ -j-  &£'-*  -j-  7J  —  0  , 

le  cui  radici  di  num.°  t  rapprefento  coi  fimboli  a ,  /5 ,  y,ecc.\ 
che  danno  il  termine  generale  yM  =  <73"-}-  b@*  cy*\cc.  \ 

ove  & ,  b ,  c  ecc.  ìono  collanti  arbitrarie  di  num.°  eguale  al 
num.°  delle  radici.  Per  aver  poi  i  valori  di  quelle  collanti, 
dati  a  x  i  valori  fucceflivi  di  o  ,  1  ,  2  ecc.  confronterò  il 
termine  generale  modificato  a  tali  ipotefi  coi  primi  termini 
della  ferie  che  devono  elTer  noti ,  formando  tante  equazioni , 
quante  fono  le  collanti  a,  b,  c  ecc.,  le  quali  per  tal  modo 
verran  date  dalle  funzioni  /o ,  yt ,  y%  ecc.  e  dalle  radici  « , 


/S ,  y  ecc. 

6.  Nel  cafo  di  t  zr~.  1  3  unica  debb’  effere  la  radice  deli’ 
equazione  di  relazione ,  e  fi  fa  il  termine  generale  per  oue- 
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ila  ipotefi  y^  =  aetH  ;  onde  porto  xz=zo  .  farà  y^zzzacf  — 

c  quindi  =  7oa* ,  ove  noteremo  5  che  il  coefficiente  di  / 

è  T  unità  pofitiva  .  All’  ipotefi  di  t=.z  corrifpondono  due 
radici  et ,  fi  e  diventa  y*  r^aot*  .  Sicché  fatto  fucceffi- 

vamente  x—o  e  x=i  ci  nafcono  le  due  equazioni 
=  dalle  quali  traendo  i  valori  del- 

-  &o  +A 

le  indeterminate  £  fi  ottiene  0  = - ; 

a  —  fi 

-  «yQ  +yt 

£  =  — - •  Sia  £=3  3  alla  quale  ipotefi  compete  il  ter» 

p  et 

mine  generale  yx  =a;t"  ~\-bfi'  -\-cy* .  Pofie  fuccefiivamentc 
Ar^=o3  xz=ii,  x=z  2  fi  hanno  le  tre  equazioni  /o  =  d-|-# 
^  ì  «^x  • — ■  dtt  — j—  bfi  — j—  C'y  j  y *  rze:  fìat1  «-j—  bfi 1  *-j—  cyz  5  alle  quali 
applicando  le  regole  algebraiche ,  finalmente  fi  ottiene 

&yy0  —  (  £  4 -y)yt  +yt  *yy0  —  (  «  4-  y)yx  +yt 

(*  —  fi)(*  —  y)  1  ^  (fi  —  *)(fi  —  y) 

*&S  o  “  (  *  4-  fi  )yx  +y2 

c  =  — 7 - 77 - — —  .  Così  fe  faremo  t  =  4  5  eflendo  0 

(y~*)(y-fi) 

la  4.*  radice  e  d  la  collante  corrifpondente ,  nel  termine  ge¬ 
nerale  a*"  +  bfi*  +  cy*-{-dS*  rifulta 

“  Py&.  4-  C  h  4-  fiì  4-  yl  )yx  -  (  fi  +  y  4- l  )y2  +y3 

(  et  —  fi  )  (  a  —  y  )  (  a  —  è  ) 

“  «yty0  +  (  *y  +  +  y*  )  yx  —  (*  +  y  4-  8  )y2  +y, 

f,}  _  _ _ 

~  {0-«)(.e-y)Uì-S)  : 

—  +  (  #à  +  4-  ct/3  )yt  —  (  a  +  0  -f.  S  )y^ 

t  ~  (V-«)(y-P)7y~’c)  5 


d=  —  afa/,. 


577 


ricorrenti. 

-  *0?SO  +  («0  +  ay  +  &y)yx  —  («+/3  +  y)y 

J=  - - - - - - -  * 

(S-*)(S-j 3)(S-y) 

•Quindi  trarrem  la  regola  de’  valori  di  a,  b ,  c,  d  ecc.  per 
le  fucceffive  ipotefi  di  t  =  5  ,  t  =  6  ecc. ,  la  quale  è  là  Se¬ 
guente  .  Sia  z'  -J -pz'~'  -f  -  qz’~‘ ....  -f  fz'  -\-gz. -]-k=^o  ....  (A) 
1’  equazione  delle  radici  difuguali  a,  0 ,  y,  $  ecc.,  a>.  Ella 
equivalerà  a  quell’  altra 

C2*  «)  C2-  (3)  C2-1  y)  $) • ... (z  —  (p)  o  ,  e  l’ ultimo 

termine  k  farà  eguale  al  prodotto  delle  medelìme  radici  pre- 
fe  negativamente,  cioè  farà  k  =  (  —  «)(  _£)  (...  .)(  —  $)  . 

e  quello  prodotto  farà  polìtivo  fe  il  num.*  delle  radici  è’ 
pari ,  negativo  fe  difpari .  Che  fe  quello  prodotto  venga  di- 
vifo  per  uno  ^de  fuoi  fattori  — a.  ,  — .fi  ecc.  ,  il  quoziente 
che  rifulta  farà  al  contrario  polìtivo  fe  il  num."  delle  radici 
è  difpari ,  e  negativo  fe  pari  .  Conlìderati  ora  i  coefficienti 
di  y,  nel  valore  di  a  per  le  fuperiori  ipotefi  di  t  ,  vedre- 
mo ,  che 


t  ■=.  1 
/=  2 

a  corrifponde  il  coefficiente  di  y0 

*=  3 
t  =  4 


Onde  generalmente  il  fuddetto  coefficiente  di  y0  nel  valore 
k 

di  a  fara  ■—  ;  e  per  la  ffinilitudine  del  coefficiente  di  y9  ne- 

r  Ct 


gli  altri  valori  di  b,c,d  ecc. farà  effo  nel  valore  di  b  egua- 
fz  Jq 

le  a  -  ,  nel  valore  di  c  eguale  a  —  0  cioè  farà  eguale 

H  —  y 

al  prodotto  di  tutte  le  radici  deli’  equazione  (A)  prefe  ne¬ 
gativamente  ,  levata  quella  cui  compete  il  coefficiente  di  cui 
lì  cerca  il  valore . 

7.  Una  femplice  occhiata  che  fi  dia  agli  efempj  addotti 
nel  precedente  fa  poi  conofcer  la  regola  che  oflervano  i 
coefficienti  de’  termini  yi9yt,  y3  ecc.  A  buon  conto  i  fegni 

procedono  alternativamente  coficchè  fe  il  coefficiente  di  /  è 


Tomo  III . 
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polivo,  fi  fa  negativo  quello  di  yt ,  indi  torna  negativo  l’al¬ 
tro  di  yt  ecc.  ;  e  fuccede  il  contrario  fe  il  coefficiente  di 

fia  negativo.  In  oltre,  fuppofto  v.  g.  che  fi  a  il  coefficiente 
di  y  il  prodotto  de’  tre  fattori  — —  fi  5  y  5  *  *  ^  n£l  valo¬ 
re  di  farà  il  coefficiente  di  la  fortuna  di  tutti  gli  am¬ 
bi  ,  che  formar  fi  poflbno  co’  tre  fuddetti  fattori  ,  la  quale 
riefce  pofitiva ,  e  il  coefficiente  di  /2  la  fomma  de’  tre  fattori 

—  2,  che  diventa  un  quanto  negativo;  finalmen¬ 
te  è'  1  il  coefficiente  del  termine  y3  che  rimane  .  Cosi  fup- 

pofte  5  le  radici  dell’  equazione  (A)  che  fiano  fi,  y, 

? ,  farà  il  coefficiente  di  yo  =  fiyh  ;  quello  di 

yx=  —  +  +  ;  quello  di  =  + 

+  +  quello  di  y}  =  —  (/2  +  ?  +  £  +  0>e 

finalmente  P  ultimo  di  /4=i.  Con  fintile  difcorfo  determi¬ 


neremo  i  coefficienti  di  yo ,  yx ,  ecc.  pei  valori  di  £  ,  c, 

^  ecc.  Quanto  poi  ai  denominatori  de’  fuddetti  valori  di  a, 
b  ,  c  ecc.  vedremo  a  un  tratto ,  che  per  avere  il  denomina¬ 
tore  di  ci ,  efiendo  (z — 'ct)(z — 'fi)  fé —  y)....(z  <p)  equi¬ 
valente  al  primo  membro  dell’  equazione  (  A ),  bifogna  leva¬ 
re  il  fattore  z —  a,  onde  rimanga  foltanto 

—  _ (z  —  cp).  Fatto  quindi  z  =  a,  il  rifultan- 

te  prodotto  ( a  —  fi)  (et  —  y)(& — ■£)....(« —  4>)  fara  il  ricer¬ 
cato  denominatore.  Cosi  per  avere  il  denominatore  di  b  fa¬ 
rà  meftieri  dividere  P  intero  prodotto  per  z  —  fi  5  e  pofto 
nel  quoziente  Z  — /3,  farà  (fi — -a)  (fi- — y  )  (fi — $)••••  (fi  ~  <t>) 
il  denominatore  di  b  .  Così  fi  dica  per  gli  altri  denomina¬ 
tori  . 

8.  In  altro  modo  ancora  fi  potranno  avere  gli  anzidetti 
coefficienti  di  y  ,y%  ecc.  conofciuto  che  fia  il  primo  di/Q. 

Sia,  per  efempio ,  fiyl ....  <p  quello  coefficiente  di  yg  che  fpet- 

ta  al  valore  di  a.  Prefcindo  ora  dal  legno  e  fingo  variabili 
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le  collanti  fi,  7 •>  $ .  <P  •  Differenzio  il  prodotto  fiy$...,(p 

facendo  che  ogni  differenziale  che  rifulta  fìa  divifo  perla  dif¬ 
ferenza  di  quella  quantità  che  fi  è  fatta  variare .  Uniti  quin¬ 
di  tutti  i  termini  di  quella  differenziazione ,  ho  il  valore  del 
coefficiente  di  y  .  Quello  fecondo  coefficiente  fi  differenzj  di 


nuovo  collo  fleffo  metodo  ,  e  adunati  i  termini  della  diffe¬ 
renziazione  ,  e  divifi  per  2 ,  ho  il  coefficiente  di  y  .  Segui¬ 


to  a  differenziare  quello  terzo  coefficiente,  e  i  termini  rifia¬ 
tanti  divifi  per  3  mi  danno  il  coefficiente  di  y  .  Vado  avan¬ 
ti  fino  a  numero  t  di  differenziazioni,  e  l’ultima  mi  dà  un 
aggregato ,  che  divifo  per  t  farà  il  coefficiente  di  y  .  Si  av¬ 


verta  però  in  tutti  quelli  coefficienti  di  faìvar  la  legge  dell’ 
alternativa  de’  fegni  che  abbiam  fopra  notata. 

9.  Sia  per  efempio  —  fiy$  il  coefficiente  di  y  nel  valore 

di  a  .  Si  prenda  e  fio  pofitivamente  ,  e  fi  differenzj  alla  ma- 

fiyd%  fifidy 

niera  indicata  .  Avremo  D  .  fiy§  =  + 


dì 


yèdfi 


dy 


-J- — —  =  fiy  -j-  fiè  -j“  •  Qyeflo  aggregrato  di  3  terminili 


dfi 

torni  a  differenziare,  e  nafeerà  D  (  fiy j3£  -|~  y$ ) 
ydfì  fi  dì  Sdfi  }>dy  ydì>  .  . 

+  43  ‘f  7^'"diì+7^  +  Ts-z|i~{'^'y+lS, 


(idy 

dy 


D  (fi y  4-  fiS  4-  y$  ) 


fi  -f-  7  +  $  •  Da  ultimo  differenziando  que- 


dfi  ,  dy  d$ 

fio  rifultato,  abbiamo  D  (fi-{-y  +  +  dì^  ^  5 

D  ^  fi  ry  J—  §  ) 

ficchè  - fi—1 —  =  1  .  Sarà  pertanto  ,  avendo  riguardo 

ali’  alternativa  de’  fegni  , 


Dddd  ij 


580  Delle  Serie 

&y$yo  4-  (fcy  4-  0$  4-  y$)yt  —  (  0  4-  ^  4-  £  )/2  4-/ 


\ 

e 


r>  ___ - - - - - : — .  .  r  h  e 

(«-pXv-rx*-*) 

quello  che  abbiamo  trovato  al  $.  6  .  Collo  rteflb  metodo  ar¬ 
riveremo  a  trovare  i  numeratori  de’  valori  di  b ,  c,d,  non 
folo  per  quella  ipotefi  della  ricorrente  di  4.0  grado,  ma  per 
le  ricorrenti  di  qualunque  grado  f,  quando  fe  radici  « , fi  ,  y..<p 
fian  tutte  tra  loro  difuguali. 

io.  Ho  porta  la  condizione  che  le  radici  «  ,  fi  ,  y  ecc. 
iìano  tra  loro  difuguali ,  perchè  al  cafo  che  vi  fian  delle  ra¬ 
dici  eguali  2alcuni  valori  dia^b^c  ecc.  diventano  infiniti.  Fat- 

$yy0  — (0  4- ^>,4-/, 
to  r  ~3,.abbiam  veduto  al  §.6  eflère  <?rr 


*yy0 — f«  4-  y  )yx  +yt 


b=z 


(<x  —  fi)(x~-y) 

cc/2yQ  -(«4-/2  )yx  4-/r 

Onde 


(e—*)(0  —  y)  (y  —  *)(y  — fi) 

fe  fi  fuppone,  che  fia  /S  =  «,  i  due  valori  di  £  e  di  b  fono 
quantità  infinite  ,  rimanendo  finito  il  3.*  di  c  .  Così  fi  dee 
dire  refpettivamente  per  le  altre  ipotefi  di  t  ove  in  effe  al¬ 
cune  radici  fiano  eguali . 

,  11.  Per  rimediare  a  quello  inconveniente  farern  così. Sup¬ 
porremo  che  nel  termine  generale  della  ricorrente  ax*~\-bfi* 
-f- cy"  +  d$"  ecc.  ,  quando  fi=zx  ,  fia  fi  x-\-  dx  :  e  confi- 
derando  in  quello  i.°  efempio  una  ricorrente  di  3.0  grado  , 
coficchè  il  fuo  termine  generale  fia  ax*  -j-  bfi*  -j-  cy"  ,  colla 
foftituzione  di  a-[ -  dx  in  vece  di  fi ,  avrem  cangiato  il  ter¬ 
mine  generale  in  quell’  altro  ax*  -f-  b  («  -f-  dx)"  4-  cy*  che  dii- 
lerifce  infinitamente  poco  dal  vero  .  Col  canone  neutoniano 
il  butti  ora  in  ferie  la  podeftà  x  del  binomio  a-)-^«5e  na- 

>  x(  x  —  1  ) 

feerà  («  -jf-  dx )" r=  *-}- xdx .  a*~*  -j - - - - —  dx*  .a’"-2  ecc.. 

Quindi  il  termine  generale  farà  bx*  -{-  bxdx .  a*"-1 

bx(xr~  1) 


+ 


^«5 


« 


*—2 


vato  fupe  rior  mente  b 


~f-  ecc.  -j-  ....  (  B  )  ..  Noi  abbiam  tro- 

—  («  +  4-/2 

-  ,  cioè  col  fo- 


(£-«)(fi-y} 
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*yya — fa  + y)yt  -f  a 

iljruirc  dx  in  vece  di  fi —  x;  b  =  - - — — : -  3  offia 


*yy0  ~  fa + -f  a 

b  = - - - ;  onde  farà 


doc(fi  —  y) 


dx(x  —  y) 

*yy0-(*  +  y)yx  +ya 


bdx  = 


x 


y 


;  e  quella  è  una  quantità  finita. 


Ma  fe  bdtt  è  una  quantità  finita,  farà  una  quantità  infinità- 
mente  piccola  bdtt*  ,  e  molto  più  bàia}  ecc.  Oltracciò  ,  poi- 

Pyy0-(PJry)y1  +y, 

chè  a=- - — - : -  ,  avreni  colla  foftituzione  di 


0yyo~(0+y)yl  +a 


(et  —  fi)(ct  -  y) 

—  da  in  vece  di  et  —  fi  ;  ^  = - - - ,  che  è 

—  da  (  a  — y) 

pure  un  quanto  infinito.  Se  però  uniremo  infieme  i  due  va* 
lori  infiniti  di  a  e  di  b  fervendoci  delle  loro  efprefiioni  ge¬ 
nerali  ,  verremo  a  cofiituire  un  aggregato  finito .  In  fatti 
foy*  “  (fi  +  y  )yt  4- y ,  ctyy^  +  (a  4-  y)yy  —y* 

a  4-  b=. - - — ■ — '  — - - ;  e  ri¬ 
fa  —  fi)  fa  —  y)  fa  —  fiXP  —  y) 

ducendo  le  frazioni  alla  ftefla  denominazione  ; 

(Fy  -  0y* — *'y  -f  *y2  )yQ  +  fa"  -  P')yx  +  (P-  «ir, 

U  -4—  b  — ■  - -  - -  ■  *  1  5  e 

.  .  fa — #)fa  y)(& — y) 

dividendo  la  frazione  per  a  —  fi; 

(y* -cty~-fiy)y*  +  (a  +  0  )/x  —  /2 

a4-bz=:  — - - - — - —  efpreffione  libera 

fa  —  y)(@  —  y) 

dagl’  infiniti.  Onde  fatto  /S  =  «,  farà 
(yx-"iay)y o^2ayx  -/2 


a-j-b  — 


Nel  termine  generale  (B) 


(*ry)* 

verrà  dunque  dato  il  coefficiente  di  e  V  altro  di  xa?  1 , 
che  fono  quantità  finite  ,  riufeendo  infinitefimi  i  coefficienti 


Dddd  iij 


5  Si 
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fufleguenti  bdcA ,  bdct 3  ecc.  de’  termini 


.  x(x  —  i  ) 


a 


W— 2 


*  (a:  —  i  )  (  x  •—  2  ) 

2.g 


a*-3  ecc.  Trafcurati  pertanto  quefti  termini 


come  nulli  ,  quando  lìa  £—3  ,  e  a  =  @  ,  colia  foftituzione 
de’  trovati  valori  di  e  di  Wa,  farà  il  termine  genera- 

(y—2*7')j'0  +  **rt—sx 
le  della  ricorrente  ( - 

~  *  -f  +/2 

+  (~ - +  ovvero,  perchè 


a  - — -  <y 


a@y„  -  (  «  +  /s  )/,  +/, 


,  cioè  nel  cafo  noflro 


(y  —  Y(y  —fi) 

c  = - - —  ,  diventa  il  fuddetto  termine  generali 

(>  —  «)! 

<*> -2*/,+/ 


*yy,  -(«  +  y)yt  +/, 


cioè  y H  err  ( 


)  >■”  +  ( 


a  —  y 


)xx"~l 


(y —  «-Y 

(yt  —  iay)yo  +  2ctjyi—yi 

- )«“.  All’  ultimo  coefficiente  dia" 

=  (*~y)'  ' 

ay70  +  (*+y)7,-7, 

daremo  la  feguente  forma  equivalente  - 

5 7„  +7. 


(«  —  yY 


et  — y 

*yyo  —  («  +  >-)/,  +■/, 


,  e  per  brevità  chiamato 


A ,  rifulterà  il  termine  generale 


y* 


et  —  y 

(  uyo  —  2 ayx  )  (  —  yy0  +7X  —  ^  ) 

—  -j~  Axa*-1  -j~  — 


a1* . 


(>  —  «0*  ^  a— > 

12.  Veggiamo  ora  fe  col  metodo  del  $.  8  poffiam  trova¬ 
re  i  coefficienti  tutti  de’  termini  .  Poiché  1’  equazione  in  z 
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della  noftra  ricorrente  potrà  veffir  quella  forma  (z _ a)!x 

(2^  =  0,  e  r  ultimo  termine  del  i.°  membro  di  quella 
equazione  è  —  ct2y ,  ad  avere  il  coefficiente  di  infepna  il 
metodo  che  dobbiam  dividere  —  et2y  per- 7,,  e  retta  di  quo- 
ziente  et2  che  è  appunto  il  moltiplicatore  di  /  nel  coeffi cien- 

o 

te  di  y  .  Si  differenti  addio  t*2  al  folito  modo  ,  e  avremo 
2  ^ 

— — =2«,che  per  l’alternativa  de’fegni  prefo  negativamente 
coflituirà  il  moltiplicatore  di  /^Finalmente  fi  differenzj 


2  da 

onde  nafca  z  .  Quello  quoziente  deeli  dividere  per  2 

e  ritolta.  1  ,  che  prefo  pofitivamente  è  appunto  il  moltipli¬ 
catore  di  /2  .  Per  aver  poi  il  divifòre  del  coefficiente  di  y* 


v uole  1  indicato  metodo  che  li  divida  il  primo  membro  del L* 
equazione  in  z  pel  fattor  z  —  y^c  che  nel  quoziente  fi  pon¬ 
ga  y  in  vece  di  z  .  Ciò  facendo  fi  ottiene  (y  —  et)2  che  è 
elettamente  il  denominatore  del  coefficiente  di  y*  .  Palliamo 
prefentemente  al  coefficiente  A  del  termine  xa*-1  e  cerchia¬ 
mo  il  moltiplicatore  di  y*.  Secondo  la  regola  li  dee  dividere 

.  •  *  «  „  '  "1  *  C  ' 

—  a  y  per  a  che  dà  di  quoziente  cj^;e  quella  è  la  quan¬ 
tità  che  in  A  moltiplica  /o  .  Apprettò  colle  differenziazioni 

ady  ydet 

1  13  ~dy  '  ^  •  <*y  ^  a -i- y  •  Onde  — •(«•-}- 3,)  debb’ef- 

fere  il  moltiplicatore  di  y ^  come  è  effettivamente .  Seguitan¬ 


do  la  differenziazione  ritolta  D(a  ~f-  y  —  2  ,  e  di- 

da,  dy 

vifo  quello  ritoltato  per  2  nafee  1  di  quoziente  che  è  il  mol¬ 
tiplicatore  di  /^  nel  coefficiente  A  .  Per  il  denominatore  pre¬ 


feriva  generalmente  il  $.7  che  dal  primo  membro  dell’equa¬ 
zione  in  z  lì  tolga  quel  fattore  che  contiene  quella  radice  , 
alla  quale  fpetta  il  coefficiente  di  cui  s’  indaga  il  valore,  e 
fi  ponga  nel  quoziente  la  fleffa  radice  in  vece  dell’  incogni¬ 
ta  z.  Ciò  che  ottienfi  dopo  quella  operazione  è  precifamen- 
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te  il^denominatore  ricercato  .  Ma  fe  nel  prefente  cafo  dell' 
equazione  (x  —  et)1  (x  —  >  )  =  o  fi  togliere  folo  il  binomio 
x—  «,  remerebbe  (x  —  *)(x  —  >) ,  e  in  quello  quoziente  po¬ 
llo  x  =  «,  avrebbe!]  un  rifultato  nullo  .  Egli  è  dunque  ne- 
ceffario ,  perchè  non  redi  zero  di  quoziente,  dividere 

(x  —  a)2  (x _ y)  pel  prodotto  di  tutte  le  radici  eguali  ,  cioè 

al  cafo  n<*r  (x  —  *)*  Nel  quoziente  poi  x  —  y  fodituito  a  in 
vece  di  x  li  avrà  a-*-y->  e  quello  è  il  denominatore  di  A. 
Reda  Y  ultimo  coefficiente  del  termine  a*  per  cui  bifogna 
trovar  la  regola.  La  difficoltà  conlide  ne’  termini-*^ -j-/a 

ma  per  quedi  delfi  la  regola  del  §.  8  non  vien  meno  . 
U  ultimo  termine  del  i.°  membro  deli’  equazione  in  x  che 
è  — azy  fi  divida  per  (—*)(  —  «)  odia  per  od  ,  e  il  quo¬ 
ziente  —  ^  è  il  fattore  di  y  .  Differenziando  poi  y  abbiamo 

=i  che  è  il  fattore  di  y  .  Il  denominatore  di  qued’  ul- 
dy 

timo  coefficiente  è  Io  deffo  che  quello  di  A\  onde  colla  fo¬ 
ia  cognizione  dell’  ultimo  termine  del  i.°  membro  delP  e- 
quazione  in  x  e  colle  differenziazioni  preferitte  redan  trova¬ 
ti  tutti  i  coefficienti  ,  e  fi  ha  in  pronto  il  termine  generale 
della  nodra  ferie . 

13.  U  ultimo  termine  del  valore  di  yM  (§•  11)  è 

(  -  yy„  +y,  -  A  K 

— - cedendo  A  il  coefficiente  del  termine  pre- 

et  —  y 

cedente  xa*~' .  Ora  non  è  ben  chiaro,  fe  al  cafo  di  due  ra¬ 
dici  eguali,  e  di  qualunque  numero  di  radici  difuguali  dopo 
aver  trovato  in  quedo  ultimo  termine  il  coefficiente  di  y  ^  , 

y  ecc.  debba!]  fempre  fottrarre  A  femplicemente ,  o  un  qual¬ 
che  moltiplo  di  A  .  Ci  darà  fu  di  ciò  qualche  lume  la  ri¬ 
corrente  che  ha  per  termine  generale  eia* -\-bfi*  cy" di*  , 
in  cui  da  a-=zfi.  Fatto  dunque  fi  =.  a  ~\-  da  avremo  y*z=.aa* 

b(a  +  da)*  +  cy*  ,  odia  coll1  ufo  del  canone  yn  =  (a  +  b)a 

Jf-  bdaXct*~x 


1 
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-\-bdctXcf~1 Cy* che  difFerifce  infinitamente  poco  da 
+  ^3*  +  cy  di* .  Si  ponga  in  quello  fucceftìvamente 

^=0)  * — tf—2,  ^=3,  e  rifultano  le  4  feguenti  e- 
quazioni  a -{-b -\- c  +  d  =yo-,  +  ^  . 

***  +  +  di1  =yz  ;  tfce5  -J-  bp  ^Cyì^dlìz=yi  ^dal¬ 

la  rifoluzione  delle  quali  fi  ricava 

4-  (fiy  4-  fiì  4-  y$)yx  ~  (fi  -j-  y  +$)yz  4. y 

(et  —  /2)(c&—y)(ct—§  )  1 

*yty0  4-  (<*y  4-  «<^4*  y^)y  x  —  («4-  y  4-  $)y2  +yj 


(fi-*)(/9-yXfi~S) 

àfiy  Q  4-  l  4"  -J-'  a@)yx —  («  4-  fi  4-  $)yz  ^y3 

(y - ct)(y  —  fi)(y  —  l) 

«PyyQ  4-  (a  fi  -f  ay  4-  fiy  )ym  -  (et  +  fi  4-  y)y  2  +y$ 

($—*)O  —  0)(f—y) 

Perchè  «=/ 3  ,  qui  pure  a  e  b  fon  due  quantità  infinite  ri¬ 
manendo  finite  c  e  d  le  quali  anche  fi  cangiano  ne5  valori 
feguenti  ; 

4-  (  «*  4-  2^);,  —  (  2a  -f  cT)/2  4-/? 

(?  —  «)*(>— <0 

«  >/0  +  («*  4-  i*y)y%  —  (2*-hy)y2  +/3 

^77  "  (cT— «)*(cTTy)  ~  _  .  . 

Ridotte  poi  al  medefimo  denominatore  due  quantità  infinite 
&5  e  fattane  la  fomma,  avremo 

(?J\V  -  /33)  -  Jfa*  -  fi*)  -  *J>2  -  fi1)  +  -  /S)>o 

-  {(>  +  <0(«J  -  /3!)  -  (>  *  +j-J'+<f'!)(«,-/e!)>i+(«3-je,*(}-,+}-<r 

+  *)(*  -  0  )>  ,-(«'■**-(*+ 

(«  -  #)(*  —  yXa  —  «W  —  —  «ty 

E  e  ee 


4  £:= 
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c  dividendo  la  frazione  per  et —  /3,poi  facendo  nel  quozien¬ 
te  ec  —  (2  ; 

(3a1y$-2ay1S-2ayì‘  +  y‘S‘)yo-(3a'y  +  2ay*-2ayì 

0  —  2aS‘ìyt  +  yS- S‘)/t  -  (20.  -  y  -  J>} 

a  b  zzi 1  ■ 111,1  "  — —  ■  -  — ■ 

che  metteremo  fotto  quell’  altra  forma  equivalente 
~  0  4-  Jìyt  +yz -ict  —  y  —  fX 


-*yfyo+(cey+u$+yd)j'tX*+y+<P)j'z+jy3-(a-y)(*-à) 

a  -f  bz=z  - — - - — - — • 

(a  —  ?)  (a  —  <T) 

Finalmente  nel  valore  di  £  pollo  da  in  vece  di  fi  —  «t  3  e 
quindi  fatto  /3  =  «  5  farà 

ay^/0  •+■  +  aS  -f  y$)y  x  —  («  +  y  +  $  >yr  ~\~y3 

hda  = - - - - - .  E  PC- 

(et — y)(ct  —  <f) 

rò  furrogando  A  in  vece  del  valore  di  bdet ,  nafeerà 

yfy.  —  (y  +  Jìr,+y,—  (*«  —  y  —  S)A 

a  4-  b  -=i  — — - - -  ■  ■ 

(x  —  y)(x  —  S) 


e  avremo 


+ 


( — +  (*2  +  ixSìy,  -  ( 2s + «f>,  +y,  )  y 

—  (y  —  x)‘(y — S) 

(  —  a’ yy^  +  (a*  +  2 xy]yt  —  (ix  4-  y)y  ^  +y}  )§’ 


tf—z'/Cì-y) 

(yty0—(y  +  ty,  +y,  — (2  «~y—$)A  )<•' 


4~  Axa"-  ‘  -f-  *, 

(x~y)(x—à) 

14.  Applichiamo  anche  a  quello  efempio  la  nollra  rego¬ 
la.  L’  equazione  in  z  per  ìa  nollra  ferie  è 
(z —  «)*(z- — y)(?L  —  $)z=z  o  e  l’ultimo  termine  del  i°.  mem¬ 
bro  è  azy§  .  Onde  per  avere  il  coefficiente  di  y  nel  nume¬ 
ratore  di  c  divideremo  cfyì  per  — y  e  rifulterà  — off  co¬ 
me  appunto  fi  è.fopra  trovato .  Efeguite  poi  le  confuete  dif- 
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ferenziazioni ,  farà  2«eP;  ^ 

2  ■  5 

D(za  ff  £) 

•  — ~ - =  1  ?  i  quai  valori  col  riguardo  dell5  alternativa 

de’  fegni  fono  i  moltiplicatori  di  /o,  yt  ,y%  5  y^ ,  e  coftitui- 


fcono  il  numeratore  di  c  .  Il  fuo  denominatore  poi  fi  avrà 
levando  da  (z  —  kY(z  ~y)(z-  il  binomio  2:—^  e  facen¬ 

do  nel  quoto  (z  — •  *)'(z  —  J)  V  incognita  2:  =  ^  ;  il  che  dà 
(y  —  «)\V  —  cT)a  che  è  il  denominatore  ricercato  .  Con  limi¬ 
le  difcorfo  troveremo  immantinente  il  valore  di  d  che  è  li¬ 
mile  affatto  al  valore  di  c.  Quanto  al  valore  di  bdot  offa  di 
A  coll5  i  fletto  metodo  li  divida  o?y£  per  — a  e  nel  quoto 
—  otyS  abbiamo  il  coefficiente  di  y  appartenente  ad  A  .  In 


oltre  +  -,  D-^+A±lI}^x  ,  i  j 

2  1 

D(a  y 

- =1  e  quelli  alternando  i  fegni  rifultano  i  coef- 

3 

fidenti  di  y ^  ,  y^  ,y*  ,y*  nel  numeratore  di  A  .  Dal  prò-. 

dotto  (2.  •  a) 2 (2:  —  y)(  z —  <T)  li  levi  il  fattore  (z —  <x)zy  e 

nel  quoziente  li  faccia  z  =  a  ,  onde  nafca  (a —  y)(a  —  8) 
che  farà  il  denominatore  di  A.  Retta  il  valore  di  a  +  b  che 
determineremo  così.  Il  prodotto  ay8  dividafi  per  (-*)(-*) 
cioè  per  az ,  e  avrem  y8  che  farà  il  coefficiente  di  y  in 

aArb  .  Dunque,  effendo  D  .y8=zy>- e  —  --  =  1 , 

2 

lara  — •(y-\-8)  il  coefficiente  di  y  ,  e  1  il  coefficiente  di 


yz  nella  prima  parte  del  valore  di  a-\-b.  L5  altra  parte  è 

—  (za  —  y  8)A  ;  e  per  trovare  il  coefficiente  2 et  —  y  —  S 
quetta  è  la  regola.  Nel  denominatore  di  A  che  è  (a-y)(a-8) 
fi  faccia  variare  la  quantità  a ,  e  differenziando  e  dividend© 

i  differenziali  per  da ,  avremo  (et  -  y)  ~  4-  (a  -  $)  ^  =  za  -  ^  -  8 3 

«66  «OS 
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che  è  precifamente  il  moltiplicatore  di  — A  .  Cosi  fé  nell* 
efempio  del  §.  u  confederata  a  come  variabile  fi  folle  diffe¬ 
renziato  a — y  che  è  il  denominatore  di  A  ,  fi  farebbe  ot- 

da 

tenuto  D  .{a —  ^  )  = --- =  1 5  che  moltiplica  — A  nella  2.“ 

da. 

parte  del  valore  di  a-\-b  che  competeva  a  quella  ferie  .  E 
quefia  regola  varrà  fempre  per  determinare  i  coefficienti  del 
termine  generale  di  una  ricorrente  ,  nella  quale  fi  verifichi 
f  eguaglianza  di  due  radici  dell*  equazione  in  z  qualunque 
fia  il  numero  delle  altre  che  fon  difuguali ,  come  apparirà  a 
ciafcuno  che  voglia  farne  la  pruova . 

1 5.  Palio  ora  a  confìderare  quelle  ricorrenti,  delle  quali 
1’  equazione  in  z  ha  tre  radici  eguali ,  e  fiabilifco  il  termi¬ 
ne  generale  della  ferie  y*  =zaa*-\-bfi*  -}-  cy*  ,  in  cui 

fia  ar=zfi  — -y  .  Riduco  ad  effere  difuguali  quefie  tre  radici 
col  fare  che  ciafcuna  di  effe  differifca  infinitamente  poco  dal¬ 
la  prima  a,  e  pongo  fi  oc-\- doc -,  y  a  d  fi  ^  coficchè  il 
termine  generale  diventi  ax*  -j-  b  (x  4-  da)*  c  (  a.  4-  dfi)*  -f  di". 
Adoperando  il  canone ,  rifulta ,  prendendo  in  effio  per  ciafcun 
binomio  tre  foli  termini  ;  fM=:ax*  ~\-bx*  -\-bdxxa*  ~  1 

x(x  —  1  )  x(x  —  1  ) 

+  bdx - a*-2  4-  Ca*  _p  cdfixoi*-'  -f  cdfi2  — - a?-2  4-  di*, 

2 

odia  yii=:(a-\-b-!rc)ar-{-(bdct-\-cd!ì)x«.'-  1 


i  $c( V  -  I  ) 

*4“  +  cd\l2)  - - :  o?-2  4-  dh*  .  Nel  termine  generale  del- 

2 

ja  prima  forma  da*  -j-  b[ì*  -j-  cy*  4-  dà*  fi  faccia  fucceffivamen- 
te  x~o,  i  ,  2,  3,e  fi  eguaglino  i  rifultati  ai  primi  4  ter¬ 
mini  della  data  ferie  3  y*  5  y  .  Dalle  4  equazioni  cava¬ 

ti  poi  i  quattro  valori  di  a ,  £,  c,  d ,  nafee 

4-  (fiy  4-  fiì  4-  y§)y  —  (ft-hy-i-  S)y  +y . 

*  23 


(a.  —  ft)  (a  —  rv)(a  —  cì) 

a7^0  +  (<*$  +  *7  +  ■y'à)fi  —  (a +  7  +  i)}\_  +J’J 


C fi  ~  -  y)(£  -  S) 


589 


RICORRENTI. 

+  («fi  +  —  (a  + fi  4-  4. 7^ 

(y  —  ct)(y  -  fi)(y  —  $) 

*^0  +  («^  +  a?  +  ^>l  — (<t+/3  +  ^>  4-7 

</  = - - -  ■  *  * 

(l  — *)$-$)$  — y) 

I  valori  di  r,  perche  ct=z fi  =  y ,  riefcono  infiniti  di 

2;°  ordine,  ma  il  valore  dell5  ultimo  finibolo  d  è  una  quan¬ 
tità  finita ,  parche  in  elio  nefiun  fattore  del  denominatore  fi 
annulla  .  Perilchè  in  queft5  ultimo  fi  potrà  fubito  foftituire 
a  in  vece  di  fi  e  di  y,  e  ci  fi  prefenterà 

*yo  +  3«yt-3«yt  +y3 

^  ^  7Z  ~  •  Ciò  fatto  uniremo  infieme  i 

(à  —  *y 

tre  valori  di  a ,  b ,  c  ed  otterremo,  che  febbene  ciafcuno  in 
particolare  fia  un  infinito  di  2.0  ordine,  tutti  e  tre  non  fac¬ 
ciano  che  una  quantità  finita.  In  fatti  riducendo  i  tre  valo¬ 
ri  fuddetti  allo  fteflo  denominatore  e  poi  dividendo  la  frazio¬ 
ne  per  (*—&)(*—y)(fi-y)9  fi  ha 

(efih+ayì+fiyì  -  ah 2  -  fiì*  -  ~(ay+afi+fiy)y 

0  1 


+  (*■  4-  fi  4-  y)yx  —y} 

a  +  b  +  c  = - - - — - - - .  _ _ 

,  .  .  ,  .  .  (*-«)$- m-y) 

cne  e  una  quantità  finita.  Quindi  introdotto  a  in  vece  di  fi 
e  di  y ,  farà 

(  $«’£  +  3«$!  —  S1  )/o  +  ?ayt  —  +j>} 

a  +  b  +  c  = - - - — - .  Ne’ 

(  a  —  0  y 

valori  di  £,  c  fi  foftituifea  a  -j-  da  in  vece  di  fi  ;  e  a~\-dfi 
in  vece  di  3/,  e  avremo ,  moltiplicando  b  per  da  ,e  c  per  dfi\ 
(-ctlà-  dfi)yx  -  (ict  4-  ^  Jrdfi]y^-\-y ^ 

bda  —  - - - - — - - — _ _  . 

( det  —  dfi)(a—  c/  4~  da) 

4"  ctèda)j/°  -  4~  1  a%-^-(ct-\-h)doì^y ^  4  (2,1x4-  h~\~da)y  -7 

cdfi  =  — ■  - * - - — _ _ _ _ _ _ _ _ ? . 

(da  —  dfi)(a — S-lrdfi) 
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Di  quelli  due  ultimi  valori.fi  faccia  la  fomma  ,  riducendoli 
prima  alla  fletta  denominazione .  Fatta  pofcia  la  divifione  per 
dx —  d/3,Q  trafcurati  que’  termini  che  rifpetto  ad  altri  fono 
infinitefimi ,  fi  avrà 

(iazS—  <x$i)j/o  —  (2a*4-  ia$- $l)y  ^  -f  3<x/2  —  y 


bdx  -j-  cdfi  = - - - - — ; - — - - - .  Fi- 

(a  ò) 

talmente  moltiplicando  bda  per  da ,  e  cdfi  per  dfi  ,  avremo 
(-  az$da  -  aS'dad[ S)/o  -f-  -f-  ia$)da  rf-  (a  -\-l)dadfi^y 


—  ^(2  a  -j-  «TJ  dot  -j—  dctd fi  y  -j—  day  ^ 


bda' 


cdfiz  zzo 


(dot  —  dfi)(x  —  $  H-  da) 

^S'dfi+xS'dadfi)y-(^ar+ia£)dfii\a*ì)dadfi'jyi-\-((2ct-\-ìi)dfi 
-f  dxdfi)yz  —  dfiy a 

(da  —  dfi)(a  —  eT-f  dfi) 

Deonfi  quelli  altri  due  valori  ridurre  allo  fletto  denominato- 
re,  farne  indi  la  fomma,  e  dividere  il.  rifultato  per 
(da —  dfi)  (a. — à)  dopo  aver  negligentati  i  termini  infini¬ 
tefimi;  e  rifulta 

—  4-  (V  +2*$)^—  (la  +  S)/2  +y3 

bdd*  +  cdfi'  = - — r - •  Ripren¬ 

de  —  ò 

diamo  ora  in  mano  il  valore  di  bda  cdfi  e  prefentiamolo 
fotto  quefla  forma  equivalente  ; 

<3y-(a\l)yt  +/  ,-(-«’$/,,+(«’+*  a$)y-(i  *+$)y,+yj  :«-S 

bda-i-cdfi  — - r— -  - 

,  a  — -  ò 

Dunque  porto  bdaz-\~  cdfi1  =  A  ,  farà 

»Sy0  —  0*  +  %)yx  +s2  —  A 

bda  ^  cdfi  z=z -  .  Parimente  il  valore 

et - 3 

di  a  -f-  b  c  fi  può  porre  fotto  quell’  altra  forma  ; 

-Sro  +/,  -(^i^^-ct^)yo-(ictz^ia^)y+^ay-yy^a4)s 

a\\b+c~ - — — - - 


a  —  cP 
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—■  $/0  ~f~J\  “  (bdet  4*  cd/3) 

- -  ;  e  però  fatto  bdct  +  cdfi  zzA'  ,  farà 


a  b  -j-  c 


a  —  3 

~tyQ+yt-A! 


a  —  % 


Si  chiami  quello  valore  A"  ,  e 


colle  loflituzioni  avremo  il  termine  generale  delia  ferie  così 

(  -  *ya  4-  3*yt  -  $*y%  +s3  )%* 

efpreffo  y  = - — - - 

1  "  (S—*y 

+  A"  a-  +  A'x**-  +  — ,  e  (Tendo 


A  = 


—  aSye  4-  (et*  4-  2  tà)yx  —  (2tf  4-  l)y%  +y 


A' = 


et —  $ 

aSyo  —  (tt+ì)yt  -\-yt  —  A 


;  A' 


+jy,  -  A' 


.  Ho  fup- 


« - £  '  '  Cé  —  cP 

pollo  in  quello  calcolo,  che  3  foli  fiano  i  termini  che  li  de- 
von  prender  nel  canone  neutoniano  a  motivo  che  i  fulfeguen- 
ti  lìano  infinitefimi .  E  realmente  il  4.0  darebbe 


(bdct3  +  cd/33) 


x(x —  1)  (x —  2) 
2.3 


a~3 ,  or  liccome  b ,  c  non  fono 


che  infiniti  di  2.0  ordine ,  diventa  bda?  -j—  cd/3 3  un  infinitefi- 
mo  di  ordine  primo  ;  e  però  il  termine  è  trafeurabile ,  il  che 
a  maggior  ragione  deefi  dire  de5  fufieguenti. 

16.  Quello  lungo  e  nojofo  calcolo  rella  di  molto  abbre¬ 
viato  col  mio  metodo  .  Eccone  il  tipo  .  L»’  equazione  in  z 
per  la  noflra  ricorrente  ha  quella  forma 
in  cui  F  ultimo  termine  del  primo  membro  è  &?$  .  Si  divi- 

D  ICL* 

da  a3J  per  — *T  e  rella  —  a3.  Onde  D.«3  =  ja2  ;  oa; 

2 

t  ,  (z  —  a)3  (z  —  cT) 

—  =  1  *  In  oltre  - 777^; - =  (z  —  a)3  =  (cT—  a)3 

quando  fi  pone  z  =  <j\  Dunque  colP  alternativa  de3  fegni 
—  ct3yo  4-  —  3*/2 

- - •  Cerco  ora  il  valore  di  A-,  a! 
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qual  fine  divido  a\ f  per  — e  ho  — odcf  ,  e  quindi  D.a'S 

*  tv  &(*'  +“  2aeQ  ,  r  D(iet-\-S) 

~  a  +  —  2 a  +  cf  ;  -  =  i  .  Divido  poi 

2  3 

(z  —  et)3(z —  cf)  per  (z  —  a)3 ,  e  nel  quoziente  z  —  S1  faccio 
z  =  re 5  e  mi  rifulta  a  —  cf  che  è  il  denominatore  di  A.  Sic¬ 
ché  alternando  i  fegni  ; 

+  («’  +  2  «^7,  —  (2«  +  «T)/,  +7, 

-4  —  * - f -  .  Palio  al  valore 

SL  —  d 

di  A'  e  divido  «3«f  per  (  —  et)  (  —  et)  e  ho  di  quoziente  «cf; 

e  quindi  D.ocJ'^zct  -J-  cf;  * — - — — — ^=1.  Per  avere  il  coefficien-* 

2 

te  di  — A  nel  valore  di  A'  ,  differenzio  al  modo  folito  il 
denominatore  a  —  cf  fupponendo  che  varj  folo  e  ho  1  di 

«  J>o  —  (et  +  S)yt  +/2  -  A 

rifultato  .  Dunque  A1  z= - — - — .  Da  ultimo 

et  —  cf 

per  rintracciare  il  valore  di  A"  faccio  la  divisone  di  a3cf  per 
(— •«)(  —  °0( —  a)3  e  mi  nafee  il  quoziente  — cf,  che  foni¬ 
mi  ni  ftr  a  D.f=  1,  effendo  anche  1  il  differenziale  di  <x  — cf 
nell’  ipotefl  di  «  variabile  unicamente  ,  cioè  effendo  1  il 

~  Al  ' 

moltiplicatore  di  — A '  in  A".  Quindi  A"  = - , 

con  che  fon  note  tutte  le  parti  del  noftro  termine  gene¬ 
rale . 

17.  Sia  il  termine  generale  di  una  ricorrente 
y *  =  a°A  -f-  bfi*  -f-  cy *  ~f-  d$*  -|-  e?  ,  e  fuppongali  oc  =  /0  =  y  • 


Onde  fatto  /3=z  cc  -J-  da;  y  rr  oc  -f-  d (2  ,  e  preii  3  foli  termi¬ 
ni  nel  canone  neutoniano  ,  perchè  fon  3  le  radici  eguali , 
rifulta  il  termine  generale  equivalente  y*  =  (a  -J-  b  -j-  c)oc* 


(bdoc  -j™  cdfi)xotM  ,x  -]-  (bdoc1  ~f~  cd@*)  — — — - -(-  d<P"  -f* 

2 

o,  fatto  per  brevità  bdod  -f-  cd/3'  =  A  ;  bda~\-cd/3  =  A' -, 

a  +  t>  +  c  =  A";j>=  dd"+  ei*  +  .4  V+  A'xa"—  +  - 

2 


I  coefficienti 
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I  coefficienti  d^e^  A  fi  hanno  colla  regola  del  8.  L’equa¬ 
zione  in  z,  della  noftra  ferie  è  (z —  a)3  (z  —  —  f)  =  o 

e  r  ultimo  termine  del  primo  membro  fi  fa  — a’JV.  Dun- 

que  — ^  =«  f  ;  D.et36  =  ct3  +3<x*e  ;  - - -  =  4-  3 a?  ; 

0(3** +  3*0  ,  £(3«-f0  .x 

- - =  3<*  4 -e;  — - - —  =  i .  Di  piu 

3  '  4  >* 

lz-*y  (z~^(z-f)  x  ^  .r 

- - - —(z.  —  (z, —  e).  Dunque  il  divifore  è 

Z. - a 

(S —  <*)’  (S  —  f) ,  e  però 

«V.  —  (<*’  +  +  (  3“'  +  3«  —  (  3*  +  0  /,  +>4 

7  —  --  »  '■■-l-TI-  ■■  ■  ■HI  ——I  ■  I  I  ■MMg— — f— WH—gB—l gMMm  • 

(«T  —  a)5  (<f  —  6) 

per  la  fomiglian^a  delle  funzioni  ; 

-  (*’  +  3*’^/,  +  (3*‘  +  3«JV,“  (?“  +  +/« 

£  =  * — - — — - — — - - -  ■  ■  ■  ■—  ■  ' .  la  oU 

(*  — «0  (c  —  «T> 

tre  colla  fletta  regola  ottieni! 

*'4rr(*V+**f+2«Jt)st+  (a*+2««^+2af+J'0^,2“(2tf'!'c^+0/3+/4 

^  ™  _ 

(«  —  *P)  (a  —  f) 

Per  aver  poi  «*4',  xi7  ,  nella  2.a  forma  del  termine  generale 
porremo  fucceflìvamente  xz=z  o,  1,2,3  onde  nafeano  le  4 
equazioni  ;  A"  +  d  -j-  c  =/o  ;  ^Toé  -j-  4-  eé  z=j'l  ; 

A"ct2  4“  iA'oì  -J—  A  -j—  d^2  — a2  ;  Aoc3  — |—  ^A'ot2  — |—  3^# 

+  ^cT3  -f-  a3  ==/3  •  Da  quelle  opportunamente  maneggiate  fi 

ricaverà 


A 


A " 


—  +  (flcT  +  «f  4*  cPf)^  —  («  -f  «f  +  f)/2  4-J^  —  A(2ct  -  cT— f) 

(a-cT;(«—  i) 

$yQ  “(«i'+f);,  +/. — — cT—  0  -  a 


(«  —  cT;  (oc  —  0 

18.  Ufando  il  metodo  Tempre  praticato  3  quando  fiamo 
arrivati  al  coefficiente  a2&  di  y  nel  valore  di  A  traviane 


Tomo  III. 


Ffff 
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tofto  i  coefficienti  di  yo  ne"  valori  di  A'  ?  A" .  Per  avere  quel 

di  A'  3  barta  dividere  a’JV  per  — •  a  ,  e  il  quoto  —  è  il 
coefficiente  di  yo  in  A1.  L5  altro  poi  di  A1'  li  ha  dividendo 

quel  di  A'  per  — onde  nafce  JV  che  moltiplica  /o  in  A 

La  cortante  regola  delle  differenziazioni  ci  farà  poi  conofce- 
re  in  A' ,  A"  i  coefficienti  di  /,/,/.  Si  noti  che  in  A! 

oltre  i  tèrmini  delle  /  abbiamo  ancora  — y4(2a  —  «T — ?),  e 
che  A  ?  hanno  lo  rteffo  denominatore .  Non  ci  vien  però 
meno  la- regola  per  trovare  querto  denominatore,  perchè  ef¬ 
fondo.  il  i,°  membro  dell'equazione  in  2:  (z-a)3(z- 
fe  fi  divide  erto  per  (z — oc)3  e  nel  quoziente  fi  fa  2 
abbiamo  appunto  il  denominatore  (a —  J)*# — *  t)  che  appar¬ 
tiene  ancora  ad  A "  .  Querto  differenziato  ^colla  fuppofizione 
che  varj  folo-  a.  e  divifo  per  da  elibifce  2a  —  S — e  che  è 
efattamente  il  coefficiente  di  — A  nel  valore  di  A'.  Cosi  nei 
valore  di  A"  elio  moltiplica  — A1,  ma  oltre  il  termine 
- — A'(ia' — / —  £  )  ci ■  comparifce  eziandio  il -nuovo  termine 
—  A  che  nell’  efempio  del  §.  15.  manca.  EffQ  ha  per  coef¬ 
ficiente  r  unità  che  potrebbe  anch’ edere  ciò  che  rifulta  dal¬ 
la  differenziazione  '  del  coefficiente  di  — ■ A quando  in  effò 
varj  folo  a  e  redi'  divifo  per  idx ,  mentre 

idee  ' 

D(ict  —  J 1;  e  fe  ciò  foffe,  fi.  vedrebbe  il  per- 

chè  nel  precedente  efempio  da  fvanito  il  termine  di  A.  Im- 

-  «’>.  +/,  -  A‘ 


perocché  il  valore  di  A "  in  erto  è - p -  ,  dove 

a  —  ó 

1’  unità  è  il  coefficiente  di  — A'  il  cui  differenziale  è  zero, 
e  quindi  non  può  averli  alcun  termine  di  A  ,  per  effer  nul¬ 
lo  il  fuo  moltiplicatore.  Se  regga  querto  difeorfo,  che  è  fem- 
plicemente  congetturale  ,  ce  fi  farà  paiefe  un  altro  efempio 
di  ricorrente  più  alta  a  cui  prefentemente  ci  rivolgiamo. 

19.  Venga  dunque  proporto  per  termine  generale  di  una 
ricorrente;  aof  ~J-  b&*  -j-  cy*  -|-  d£‘ *  ~f-  et*  A*  ,  e  lìa 
0 tz=z/3~y.  Col  metodo  folito  fi  trasformi  elio  nell*  equiva- 
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lente  A*  +  «•  +  dì"  +  _j_  A>Xx.-,  +  j  ore 

A~bdcc^cd¥  y  A!  —  bdet-^cdp-,  A'  —  a+b-^c.  I  valori 
d1/’  ^  ^  ci  vengon  dati  dall’ ultimo  termine  cdS 0\  del 

prnno  membro  dell’  equazione  in  x,  rifpetto  ai  numeratori, 
e.  da  fc—  ctY  (z —  cfy  [Z  — e)  (z —  A)  rifpetto  ai  denominato¬ 
ri  ,  le  ti  odervano  le  regole  prefcritte  .  I  rimanenti  valori 
poi  di  A,  A"  fi  avranno  col  porre  nel  termine  generale  traf- 
iormato  *=50,1,2,3,4,  e  maneggiare  le  5  equazioni 
elle  naicono  dal  confronto  dei  primi  5  termini  della  ferie 
data  in  guila  limile  a  quella  che  abbiamo  ufato  al  §.  17.  Con 
ciò  1]  ottiene 

A  +  *h)y ^  -f*  3«acT+  3*2£  -f  3a£)y% 

4-  ( 3 **  4-  SclS1  4-  4.  JV) '/3  -  (3*  -F  cT  f  f)/  -f/ 

(  A  —  « . 3  (  A  —  cf)  (  A  —  e) 

—  et  cTA/q  +  (^ofcPA  4-  tì»3cf  -r  a3A)/t  —  fa3  4-  3a2«f  4-3a2A4-3acTA)/f 
+  (3*2  +  3’^+  3«A  4-  cTà)/  -  (ga ■+  cP  +  X)y  4-/ 

(e  —  ce/  (e  —  efj  —  A) 

—  ah?y0  4-  (^a'fA  4-  ah  4-  a3A  )y  ^  —  (  a3  4*  ^aze  4-  $a2 A  4*  ^aeA) 

+  &)S3  ”*  (3«  4-  ?  4-  A )y  4 

</  = - — _ _ _ 1_1 _ . 

(«T-a;3  (cP—0  (cT-Aj 

—  tó 2  cTt- A^q  4- fa1  cT?  4- a 2  cfA  4- a 2  £  A  4*  2  a  cP?  A)  /  2  cT-t  a  *  £ + a 2  A  4- 2  «  cT?  4*  2  a/A 

4-  2 rt£A4-cfeAj^4-(o£2  +  2 adV 2 a£4-  2 aA4- cPt  +  cTA+fAJy 3-(2«4- ^e+Aj^  4/r 

/I  —  — — — - - — - — — - — »... 

(a  —  «f;  (  a  —  e)  (a  —  A) 

tt^Ayo-(acf£4*6«JNA  4-  <«;A  4-  c&A)  4*  («XcT  4-  «  '  4*  a  A  4-  dV  4-  cTA4-£A)/? 

—  (  a 4-  Jh-£  4*  A)/^  4-/4  — ^  (3«2  —  zaS  —  za-  —  zaA  4-  «Té  4-  cTA4-  £A) 

^J/„  _ _ 

(a  —  d;  («  —  è)  (a  —  A) 


Ffff  ij 


AU^ 
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'  I  $ihyo  +  (JW<fA+eA>  -(cT+£+A)j't  +/3-^(3«>-2a<r-2flff-2aA 

+  cTc  +  cTA  +  eA  )  -  A(z<x  -  tT  -  s  -  A  ) _ 


(a  —  cTj  (a  —  e)  (a  —  A) 

In  quefto  valore  di  A"  è  realmente 

D(oc—  cT)  (« _ —  2a<T —  2ae —  laA  -f*  JV  4-  cfA  4-  eA  , 

d*  5 


come  porta  la  regola.  Di  più  abbiamo 

—  2gcf—  lag  —  2  aA  +  &  4- <?A -HA)  ^  _  jn  _  „ ^  ^ 

* —  ^7  '  5 

è  precifamente  il  coefficiente  di  *— A  in  A"  come  erafi  nell* 
antecedente  §.  conghietturato . . 

20.  Un  maggior  numero  di  radici  eguali  nell*  equazione 
in  se  non  altera  le  noftre  regole  .  Se  le  radici  eguali  faran 
quattro,  nel  termine  generale  vi  faran  4  termini  appartenen¬ 
ti  alle  ftefte  radici ,  e  4  in  confeguenza  i  coefficienti  che  lor 
competono,  i  quali  chiameremo  A  ,  A1  ,  A" ,  A"1  offiervando 
]’  ordine  degli  altri  efempj  .  Il  coefficiente  A  (i  determina 
col  metodo  de’  coefficienti  delle  radici  difuguali,  avuto  però 


il  debito  riguardo  alla  formazione  del  denominatore,  che  fer¬ 
ve  anche  pei  valori  di  A  ^  A"  ,  A"'.  L’  altro  A  è  tale,  clic 
oltre  i  termini  proprj  delle  y  avrà  un  termine  in  cui  entra 
il  precedente  A  .  Cosi  il  terzo  A"  ai  termini  delle  y  avrà 
due  termini  aggiunti,  il  primo  de’  quali  contiene  A\  l’al¬ 
tro  A.  Finalmente  il  quarto  A"  farà  comporto  de’  refpettivi 
termini  delle  y  ,  e  di  3  altri  termini  ,  nel  primo  de’  quali 
fia  A" ,  nel  fecondo  A ,  nel  terzo  A .  Quefto  è  ciò  a  cui  ci 
guida  V  analogia  degli  efempj  precedenti  .  Per  afficurarcene 
maneggieremo  un  nuovo  efempio  di  ferie  ricorrente. 

21.  Abbiali  una  ferie  del  termine  generale  a**  b@*  >-{-* 

Cy"  -j-  d£"  et"  -|-  /A"  4- pn*  ,  e  vaglia  l’ ipotefi  a  =  fi  —  y  =:  <f . 
Poiché  4  fono  le  radici  eguali ,  andran  prefì  i  4  primi  ter¬ 
mini  del  canone  dopo  erterii  fatto  @  =  et  -j-  dot  ;  yz=za-j-d0; 
«f— «  dy  ,  e  dopo  avere  alzato  i  binomj  alla  podeftà  x. 
Per  tal  modo  avremo  il  termine  generale  trasformato 

X(X  —  l)(x  —  l)a"~s 

pii"  /A"  4-  et"  =*|—  -|—  ed@}  — J—  dS'y 3) - 


in 
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-f-  (bda  -f-  Cdj3'  -j-  dì ?')  — - - - j-  ( bda.  -f-  cdfi  -f  dSy)xx“~‘ 

J\r(a  +  b'-\rC-\-d)(t* ,  ovvero,  fatto  ufo  de* (imboli  majufco- 
li  pei  termini  che  fpettano  alle  potenze  di  a  ; 

p?[M  4-  /A" 4. et*  4-  0  (x  —  2)ce*-}  A'x(x  — •  i)c?-* 

2.3  *  2 

4"  A  x et* ~1  4-  A'x" .  Inveftighiamo  ora  i  valori  de’ coefficien¬ 
ti  colla  n olirà  regola  e  a  norma  della  congettura  del  §.  20. 

Eflendo  V  equazione  in  2  della  noftra  ferie 

(z'  a)4  (z —  0(z —  (z —  7r)=zo  ,  T  ultimo  termine  del 

primo  membro  li  fa  —  a4£A7r .  Dunque 

à+4*3£A  )y+  (  a4+4a3f+4a3A-f6^fA  )y  -  (^3+6olzs 

+6atÀ-f4a£A)/j+(6a8-f4a£+4aÀ-i-£A)/  -(4a+£+A)/  +  y 

p~ - - - - — ! - 1 — -  - 

(tt —  a)4  (7T  —  e)  (7 T  —  A) 

Cangiando  poi  A  in  7r,  e  ir  in  A  li  ha  il  valore  di  /  .  Così 

cangiando  ?  in  tt,  e  tt  in  £  lì  ha  il  valore  di  e.  Quanto  al 

valore  di  A ,  efTo  rifulta 

a 3  s  A?r^  J  é  A -i- a 3  £7r + a 3  At + 3  a*  £  A7r)/ 1 + (a  *  f + a 3  A + a 3  7r  +  3  a  *£  A 


+3al£7T+3(*IA7T-+3asA7r)/z-(a3-£-3alH.3C6'A+3a*7r+3tf:A+3a£7r 
4-3 aA7r+£A7r)  y -f(3«2+3«e£-f 3 <xA+ 3 a7r+sA +£^+A7r)/ 

-(3<x+£+A+7r)/f  +  ^ 

^=— .  _  _ _ 

.  (a  —  £;(a  —  a;  (a—  tt) 

E  quindi 


-  cc*6?\7ryo+(  et* fA  +  a,£7r+fle,A7r+2«;A7r)/i-( «*£+a*A+  cfir+ictzK+iam 

+2«AT+eA7r)^2+(«l+2«£-MaA+2a/r+£A+£7r-f A7r)^  -(2  «-{-£+ A+7t)/  +  v 

oc*-2a£-2a:7r+£A+£7r+A7r) 

(<*  —  s)  (a  —  A)  («  —  7r) 

&{Kn:y-  («fA+a:£7r+«A7r+£A7r  ^^(af+aA-fjf/T+fA+fT'ì-A^/^^-ff+A 

+7r)/,+>'4-^'(3«I-2*£-  2  a  A-2  (X7T+ fA-f£7T+ ?^7r)-A  (  $  <Xrt-  A-7r) 


CO 


(«  —  £)(<*  —  A)  (a  —  7r) 

Ffff  iij 
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-  fÀ7T^o+(  £À-K7n-À7r  )/,-(  H-À*7T  )/i-y/3“^/(3«I-2«c-2aÀ-2tf7T+fÀ 


.4 


III, 


+E7T+?S.7r)-A'(  3  Ci-E-'h-ir)-A 


(et  —  e)  (oc  —  À)  (tf  — 7 r) 

22.  Se  coir  ordinario  metodo  ponendo  fucceffivamente 
x  rr=r  o  ,  x  =  i  ecc.  lino  a  x  zzi;  6  lì  formeranno  7  equazioni 
tra  le  modificazioni  corrifpondenti  del  termine  generale  tras¬ 
formato  e  i  7  primi  termini  della  ricorrente  y  y x  ecc.  in¬ 


di  trattandole  colle  regole  algebriche  fi  cercheranno  i  valo¬ 
ri  de’  coefficienti  A,  A ',  A\  A\  quelli  fi  troveranno  egua¬ 
li  a  quelli  che  ci  ha  Commi  mitrato  il  nofiro  metodo  .  Av¬ 
vertiremo  Soltanto ,  perchè  non  nafea  equivoco  ,  che  nel.  va¬ 
lore  di  A"1  l’ultimo  termine  del  numeratore  —  Ab  col  coef¬ 
ficiente  t  perchè  la  diiferenziazione  del  coefficiente  di  — A' 
facendo  variar  Solo  a, e  poi  divifa  per  %dx  dà  appunto  l’uni¬ 
tà.  Non  lì  potrà  sbagliare  nell’  a  (Segna  re  il  valor  numerico 
che  divide  la  differenziazione  5  le  lì  farà  attenzione  al  nume; 
ro  delle  majufcole  precedenti  che  fono  nel  numeratore,  che 
lì  computano  inlìem  con  quella  di  cui  .fi  cerca  il  moltipli¬ 
catore.  Nel  valore  di  A'11  ,  il  coefficiente  di  — A'1  è  il  dif¬ 
ferenziale  del  denominator  della  formola  ,  che  deell  dividere 
per  i.dx  attefochè  innanzi  A"  non  v’  è  majufcola  alcuna. 
Il  moltiplicatore  di  — A1  è  il  differenziale  del  moltiplicato- 
re  di  — -A"  divifo  per  idx  ,  perchè  innanzi  A  v’  è  A" .  Fi¬ 
nalmente  il  coefficiente  di  — A  è  il  differenziale  del  coeffi¬ 
ciente  di  —  A'  divifo  per  ^dx  per  ragione  che  avanti  A  ci 
fono  le  2  majufcole  A\  A" .  Simile  difeorfo  faremo  pei  mol¬ 
tiplicatori  delle  majufcole  ne’  valori  di  A'  ,  A  e  varrà  la 
regola  per  tutte  le  ipocefi  di'  ferie  ricorrenti  ,  che  abbiano 
nella  equazione  di  relazione  quallìfia  numero  di  radici  eguali. 

23.  Efprimeremo  in  un’  altra  maniera  i  coefficienti  del 
termine  generale  delle  ricorrenti ,  la  quale  ci  potrà  elfiere  di 
molto  comodo  per  certe  determinate  ferie;  ma  prima  di  tut¬ 
to  ci  convien  fare  alcune  rifleffioni  .  Sia  V  equazione  in 
che  è  la  fcala  dì  relazione  deila  ricorrente,  z2  +  pz  4*  q  •=:  o  , 
Se  Supponiamo  che  quella  equazione  nafea  dai  prodotto 
(z, — *y)(z~ — d)=o  5  ovvero  z2  —  (y  -}-  $)z  o  ?  farà 

col  confronto  yì~q\  —  (y  ~j-  «ty  .  Dunque,  facendo  va- 
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riar  y,  £  e  prendendo  al  Polito  modo  le  differenze  parziali, 
avremo  D.y$  z=z  D.q  ,  cioè  D.q  =  y~]~  J  ,  odia  D.qz=z — 

In  oltre,  poiché  - — (y  4-  S)  ~p ,  farà  ^  .  Ma 

2  2 


D(y  +  J) 

—= - =  i  .  Dunque  — 

2*  2 


i  .  Sia  la  data  equazione 


in  z  la  feguente  (z —  y)(z, —  (z — -s)=i  o,  offa 
z.3 — (  ^  4~  cT-j-  f  )z2  (  0/ cT  — | —  ys  ~J-  Ss  )z —  yS't  r=  o  ,  la  quale 

efprimo  in  quell’  altro  modo;  z3  -j-  pz.2  -j-  qz,  -(-  r  =  o  ,"e  fi 
hanno  le  3  equazioni  — yh-=ir\  yì -j- ye 4- JV  =  ^ ; 

—  (^  +  ^4~  — Z'  •  Da  quelle  fi  deduce  D.y$ez=: —  D.r  ; 

D(y$  -4~  7^  4~  &)  .D.$  fi-  £  4-  c)  D.p 

- - - =  —  ;  - - =  —  • —  ;  e  fìccome 

223  3 

D.y$£~y$  -\~yeJ^$i:  2  avremo  D.r  =  —  q  ;  cosi  effendo 

Dfyà  +  y i  +  Se)  ,  v  ,  D.(y  +  S+t)  , 

D.q  D.p 

— ■  • — P  3  e  —  =— -1.  E'  facile  il  vedere  che  quella  re¬ 


gola  ha  luogo  di  qualunque  grado  fia  1’  equazione  in  z. 
Suppofia  pertanto  la  feguente  generaliffima 

zj  +fzP~i  -fq  4~  hzp~i . . . .  -j-  4"  r'z'i  4-^4-^  =  °, 

di  cui  le  radici  fiano  /3,  y  ,  3  ecc.  di  numero  v  ,  efprima- 
no  Z>,  c,  d  ecc.  i  coefficienti  che  nel  termine  generale  mol¬ 
tiplicano  /3*,  y* ,  l*  ecc. ,  e  fi  cerchi  il  valore^  di  b .  Per  le 
cofe  dette  al  §.  6.  nel  numeratore  di  b  farà  il  coefficiente 


di/0  =  — -•  Ora  egli  è  cofa  certiffima  5  che  ellendo  z —  Q> 
—  P 

un  -fattore  della  fuddetta  equazione  ,  fe  in  effa  pongo  (3  in 
vece  di  z,  il  rifultato  è  nullo.  Onde  /3V  4-tg^~’2 

4~  ....  4~^/S3  -J-  rj3*  4~  4~  u  =  0  ?  e  Pei‘ò 

....  +  qp*  +  rp>  +  t  ....  (  C  ) . 

Quell’  omogeneo  di  comparazione  farà  dunque  il  moltiplica¬ 
tore  di  /o  nei  numeratore  di  b0  che  per  brevità  denoteremo 


da  qui  innanzi  col  fimbolo  N.b ,  e  così  i  numeratori  di  c, 
d  ccc.  verranno  efprefiì  da  N.c,  N.d  ecc.  Per  aver  poi  il 
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coefficiente  di  y%  in  N.b  li  fa  che  bifogna  colla  folita  regola 

prendere  le  differenze  parziali  di  (  C  )  mutando  il  fegno  ne* 
termini  che  fi  producono .  Il  perchè  differenziando  colla  fem- 
pre  praticata  diviiione  delle  differenze  ,  che  per  comodo  fi 

Da 

ommettono ,  fi  avrà  )/5v~*  +  +  (V  — 

—  F'3dg  -f  (V  —  3 )g$°~*  -f  fi*-' db  +  (V  -  4 )bF-'  ».  +  fi'dq 
-j-  2^3  -f-  (ìdr -f-  r  ~j~  dt  .  Ma  per  ciò  che  aboiam  detto  ai 
principio  di  queffo  $. ,  diventa  df= — v  ,  dg~  —  (v  —  i)f  ; 
db  = — (v  —  z)g  ecc;  du^z—  t  \  dt  =  —  ir ;  dr  zzi  —  iq  ecc. 
Dunque  foffituendo  i  valori  di  quelli  differenziali  farà 

^  —  O/S*-*  — v/2*-’  ~\-(v  —  —  (w  — 

+  (v  —  a)^”-4 —  i)^-4 

—  (z;  —  3)btiv~s zqfi —  3^/S 2r ,  cioè  dopo  la  ri¬ 
duzione  ;  —  =  —  /S*-1  —  //S*-*  — —  bfiv~s  ...~qfi  —  r. 

—  fi 

Quindi  per  la  legge  dell*  alternativa  de*  fegni  farà  il  molti¬ 
plicatore  di  y%  =  j3*-24- /i'l,~34-tgi5v“44-  ...  4- 4-  r  ...(D) . 

Si  palli  a  inveftigare  il  differenziale  di  queffo  2.0  coefficien¬ 
te  che  ci  darà  1*  altro  di/z,  e  avremo  D  ( D)  =  (z>  — 

4-  r-3^/+  (V  —  3)/^"4  +  fi  v~'dg  +  (v  —  4)^-'+ 

+  (Z> — i)bd?-6 fidq~\-q -\-dr .  Sicché  foffituendo  i  va¬ 
lori  di  dfi  dg  ecc. ,  cangiando  i  fegni  e  dividendo  per  2  co¬ 
me  vuol  la  regola,  ritroveremo  ii  coefficiente  di 
y2~  fiv-3  +ffiv-*±g£v-'-^hfiv-€  ...-\-pfi±q .  Così  il  coef¬ 


ficiente  diy3  diventa  fiv~*  +  gfi?-6  +  bfiM  ....+  />  ; 

e  riefce  chiaro ,  che  dato  il  coefficiente  primo  di  yo ,  levan¬ 
do  da  queffo  I*  ultimo  termine  e  dividendo  gli  altri  per  fi , 
nafcerà  il  coefficiente  di  y ,  medefimamente  levato  da  queffo 

fecondo  1*  ultimo  termine  e  dividendo  gli  altri  per  fi  ,  avre¬ 
mo  il  coefficiente  di  yx  ;  e  nella  fteffa  guifa  diremo  dei  fuf- 

feguenti  coficchè  farà 


Kb- 
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N.bz=.(0v~'  -\-g/2v~3 - \rPfi3  +  ^/32  -) -r/3~j-  t)yo 

+  (fiv~*  +f0v-3+g/2v”*  +Pfi'  +  q(2  +  Y)yt 
+  (fi v ~3  +ffi +  g fi v~s  ....  +  pfi  4- q)j% 

+C Pv~*  +ffiv-!+gPv~6  -  +p)y3  ™+(fi+f)j9_M+svmmt  - 


24.  Eflendo  limile  il  raziocinio  ed  il  calcolo  pel  rintrac- 
ciamento  de’  numeratori  di  c,  d  ecc.  che  appartengono  alle 
radici  potenziate  y*  ^  S*  ecc.,  per  avere  N.c  non  fi  avrà  da 
far  altro  che  cangiare  nella  precedente  forinola  0  in  y\  e 
cosi  fi  in  ìT  ove  fi  voglia  N.d ,  ecc.  Anzi  fe  fupporremo  che 
alcune  di  quelle  radici  diventino  tra  loro  eguali ,  e  fìa  eia- 
feuna  di  effe  z=oc  ,  poiché  chiamato  m  il  numero  di  quelle 
radici  eguali,  abbiamo  in  yM  V  ultimo  termine  fpettante  ad 

_  Ax(x  —  1  )(x  —  z) ....  (x  — '  (m  —  2 ))oy~^n-~1) 

a —  - - - - - - ,  e  fi  è  veduto 

i.2.3....(m  —  1) 

ne  fuperiori  §§.  ,che  in  N.A  il  coefficiente  di/0,  fuppoflo  u 

li 

l’ultimo  termine  dell’  equazione  in  z,  è  — ,  efpreffione  af- 

~  et 


fatto  limile  alle  altre  - -  ,  - 

-fi  -7 

farà  pure 

N.A  =  ctv'~l  -\-f0(,v”*jrgctv-'3+  hct 


ecc.  ,  fi  fa  evidente  ,  che 


v  4...  4-  pa?+  qxZJr  r*  4-  t)ym 


4“  +fetv'~3  -{-gcev~^  +  ha.v~*  ...  pct 2  ~\~qa.  -f-  r)yx 

+  Jrfxv-*Jr g<&v~s  -\-hcLv-6  ...  +pct  +  q)y  % 

4 +fav*-s  +goiv-6  4-  ....  -f  p)y,,  ...c 

+<«+/)/„_, +7  --(D). 

25.  Al  ritrovamento  dei  denominatori  di  b  ,  c,  d  ecc* 
fervirà  quello 


L  E  M  M 

Sia  la  formola  generale  z*  -f/z^1  -f^z*””2  -f/5z^~J . . .  ; 
ffi  +  rz1  4- /z -p  &  3  le  cui  radici  fiano  0  ,  cT  ecc.  di 
To/wo  ZZI.  G  g  g  g 
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numero  v  .  Dico  che  fe  dividerò  la  formola  per  z  —  fi  ,  è 
poi  nel  quoziente  porrò  /3  in  vece  di  z,  rifulterà 

V[iv~l  +  (Z> —  .... 

-j-  2r/3  -J-  r  .  Cangiando  poi  /3  in  y  ,  tT  ecc.  avrò  i 

quozienti  che  nafcono  dividendo  la  formola  per  z —  y  , 

z  —  cf  ecc. 

Per  dimoftrar  quello  ,  dobbiam  fare  V  attuai  divifìone  del¬ 
la  propolla  formola  per  z  —  /3,  e  nafce  di  quoziente 
zv-'+(p+f)z.v-*+  (0'+0f+g)z.*~3+(eì+  /3*/+  &+  ... 

4.  +  +  *  ,  perchè 

T  ultimo  reliduo  fiv  -\-g/2v’~z ‘-\-'h{3v~3  u 

debb’eflèr  nullo  attefo  che  fi  è  pollo  z  —  fi  un  divifore  efat- 
to  della  formola  riabilita.  Sollituiamo  ora  nel  quoziente  0 
in  vece  di  z  ,  e  farà  facile  il  vedere  che  elio  fi  tramuta  in 
un  altro,  in  cui  abbiamo  v  termini  /3v~l ,  indi  v  1  ter¬ 
mini  v-* ,  e  così  v  —  2  termini  g@v~3  ecc.  fino  agli  ul- 

7LV  4-  fz.v~l  ...  +  JZ  +  u 

timi  320*  +  2r/S  +  t .  Dunque - — - - 

z  ■  p 

j.^jg^2rJS-)-?....(E)  ,  quando  nel  quoto  fi  ponga  0  in 
vece  di  z.  Cangiato  poi  fi  in  y  ,  eT  ecc.  ,  1’  efpreffione  (E) 
diventerà  il  quoziente  della  formola  divifa  per  z  y , 

% J'  ecc.,  ove  in  elio  fi  metta  y cP  ecc.  in  vece  di  z. 
26.  Abbianfi  nella  formola  z^+/z^-x  ecc.  più  fattori 

eguali  z  —  a.  Se  la  dividiam  per  un  d*  efiì,  e  poi  nel  quo- 

7iv+fZjv~l  ecc. 

to  furroghiamo  «  a  z,  è  chiaro  che  farà  - -  ~ 

^  "  CC 

z=:  Vct v  “x  -}-  —  I  )f*v~z  4*  (Z>  —  2)£at'’-3  ■+*  2r^  d"  ^  • 

Ora  cofa  diventerà  il  quoziente ,  fe  fi  divida  la  formola  pel 
prodotto  di  due  fattori  eguali  cioè  per  (z  —  «)*  5  e  fi  f°ùi- 
tuifea  poi  in  effo  a  in  cambio  di  z?  La  formola  divifa  per 
z — per  P  antecedente  §.  deve  dare  (et 

(a*  +  af  £)^v~3  (V  +  aif~)r  4  •••*  H“  a  ^ 

+  Quella  dunque 

fi  dee  tornare  a  dividere  per  z  —  ce,  e  nafce  di  quoziente 

^(ìct  (^st*  J[-  2&f  (4“*  +■  3**/ 

4-  2ce^  +  ^z^wC..  +  (x;—  i)« v “*  ~j-  (Z> —  2 )fav~3 


/ 
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— '%)&&  v"tt  •••  -f-  -f- r  *  Fatto  quindi  X“<*  5  avremo 

(i-f-2-f-  3  '-f'4  ...  -f-(i~|-2  -j-  3... -j-z'— 2)/**  v"‘i 

+-(r  +  2  -h  3  —  +  ^ —  3)&*v~*  •••  +  3£#  +  r5  ovvero 


+fzv  1  ecc.  __z;(z>— f  (z/  —  1)  (z>  — 

—  _  -J  -  ■ 


+ 


(z— 

(V  —  l)(V—  3)gx  v  “+ 


■••  +  -}-  r .  Così  fe  fi  vorrà  fa- 


pere  cofa  rifulti  quando  fi  divida  Ja  formola  per  (x  — a)3, 
e  fi  faccia  poi  x=«?  con  fimile  raziocinio  fi  troverà 
x^-f/x*-1  ecc.  v(v—  1)  (v—  2)otv~} 


(x-«); 


2.3 


+ 

+ 


(v- i)(v—2)  (V~s)f*v~* 


2.3 

(v  —  2)(v-  3)(v~4)gx*v~f 

2.3 


;  e  quindi  in  genere 


fi  potrà  ttabilire  la  verità  di  quella  equazione  ; 
x^-f/x*'-1  ecc. _ z;(z/-i)(z;-2) ...  (z>-(/w^i))a*“w 


(x  — -  «)m 


1.2.3  — •  w 


(z>  —  1)  (z>  —  2)  (v  —  3) ...  (v -~m)fctv~{'rn+x) 

1.2.3  •••• w 


—  2)  (y  —  3)  (z;  —  4) ....  (y  —  (m±i))gxv -C®+*) 

1.2.3  ....  m 


ecc. ...  (F) 


fino  al  termine  in  cui  a.  non  ha  più  alcuna  dimeninone . 

27.  I  due  ultimi  §§.  ci  fomminittrano  i  valori  de’ denomi¬ 
natori  non  folo  di  b ,  c,  d  ecc.  che  appartengono  alle  radi¬ 
ci  difuguali  fi ,  y  ,  £  ecc.  ma  ancora  di  A  ?  A!  3  A" ...  Am~x 
che  corrifpondono  alle  diverfe  podefìà  di  «  nel  termine  ge¬ 
nerale  della  ricorrente ,  la  cui  equazione  in  x  ha  numero  m 
di  radici  a  eguali .  Retta  che  fi  trovino  gl’  interi  numera¬ 
tori  di  A  3  A'....Am~t^  che  in/*  moltiplicano 
x(x—  1)  (x—  2)  ....(x  —  (m— 

1-2.3  -  (*»  —  2)  ~  ’ 


Gggg  ij 


óo4  'Delle  S 

x(x  —  I)  (X  —  2) ...  (x  —  (m  —  4))a— 

1.2.3  ....  (m  —  3) 


E  R  I  E 
- -  ecc.  fino 


al  termine 


a* ,  per  la  qual  cofa  adopreremo  si  fattamente.  L’  equazione 
in  z  della  ricorrente  di  grado  u  è,  come  fopra, 

(G)  .  ...  zv  +  /z^-1  ...  -f- />z4  ~j- gz3  rz* 

-j-rz  +  ,  nella  quale  porte  radici  eguali  et  di  num.® 

m  9  diventa  u —  m  il  num.0  delle  altre  radici  .  Dunque  in 
erta  fatto  z  =  c«  il  rifultato  farà  zero  ,  e  avremo 

av  +/«x/”1 ... -h^4  +  ^3-f  =  onde 

(H) ....  —  —  •••  ffi/7*3  +  ~h?5 


—  oc 

che  è  il  coefficiente  di  yQ  in  A  come  il  è  veduto  al  §.  24 . 
In  oltre,  poiché  nell’  equazione  (G)  vi  fono  m  radici  egua¬ 
li  a  ,  per  la  regola  di  Huddens  ,  moltiplicati  i  termini  fuc- 
ceffivi  per  la  ferie  aritmetica  ,  u  —  1  ,  7; — *2  ecc.,  il  ri¬ 
fultato  farà  pure  eguale  a  zero  ,  e  in  erto  vi  faranno  radici 
eguali  et  di  num.0  m — 1.  Con  tale  moltiplicazione  rifulta 
•vzv  -| ~(v  —  i)fzz'~1  ~\-(v  —  z)gzv~ì ...  -f-  qpz4  -f-  3<7Z3 
+  2rz2~j~*z=o.  Onde  dividendo  T  equazione  per  z  e  poi 
cangiando  z  in  a,  avraffi  Vctv~'-\-(v — 1  )/**“* 

(v  —  2)^  v~~3 ...  -j-  4pct3  -f-  -4-  ir^  -f~  *  =  0  5  con  che 

rerta  dato  per  gli  altri  lìmboli  il  valore  di  t  .  Querto  valo¬ 
re  fi  fortituifea  in  (H)>  e  ci  nafeerà 
u 

- = —  (V  —  l)ocv"1 — (V —  2 )fetv~z  —  (V  —  .  .  .„ 


—  et 


—  3px3  —  2^et2  —  Toc  ;  ficchè  dividendo  per  — oc; 


(I) . F~^y  =  (V  —  I )tev -*+  (V—2 )fav~’Jr('V-3)gx*-i  ... 

-j-  3 px*  -j-  2 qx  -j-  r ,  che  ,  come  fi  fa ,  è  il  coefficiente  di  /. 
in  A! . 

28.  La  equazione  z>z'c,-j-(z/ — i)f,zv~1 ...-{- ?z  =  o  di- 
vifa  per  z  dà  quert2  altra  vzv~x  -j-  — i)/z^“2 

•4-  ^  —  a^z*'-3 ...  -j-  4/^z3  -f-  3^z2  -(-  2rz  -j-  r  =  o  ,  la  quale 
contenendo  m — -i  radici  eguali  a  potrà  effiere  termine  per 
termine  moltiplicata  dalla  ferie  aritmetica  de’  rifpettivi  efpo- 
nenti ,  e  quel  che  rifulta  farà  parimente  zero.  Fatto  dunque 
querto ,  poi  divifo  ogni  cofa  per  2Z  indi  cangiando  z  in  «  5 
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r,  «ir  ...  + 

+  3^+-^  =  o.  Si  ponga  nell*  equazione  (I)  il  valore  di 
r  dato  da  quella  equazione  ,  e  dopo  le  riduzioni  e  la  divi¬ 
sone  dell’  equazione  per  — a,  ottienfì 

u  1  )(v—2)cx.v-3  ,  (V  —  2)(v—3)f*v-* 

(~«y  2  7 


+ 


(V— 3)  C?  — 4)£*w 


-j-  ipct  -f-  4  5  la  quale  efpreffionc  è 


il  coefficiente  di  j>o  in  A'.  Con  limile  operazione  li  troverà 
u  (V—l)(rV—i)(v—j)ctv~* 


(  —  ct)‘ 


2.3 


+ 


(V  -2)(v—  3)  (V  —  4 )fa  v 


2*3 


4-  p  ;  elfendo  quello  il  coef¬ 


ficiente  di  yo  in  A'1 .  Laonde  generalmente  il  coefficiente  di 

y o  e  1’  ultimo  di  quelli  che  appartengono  alla 

radice  a  e  moltiplica  oc*  viene  elpreffo  dalla  leguente  equazione 
(L)...  14  =z(z/~  1  )(z/~~  z)(v  —  —  (m~  i))a^ 


+ 


(—  a)m  1.2.3 ....  (m — 1) 

(v  ~2)(v  —  3)  (  v  —  4) ...  (v  —  m)fa  ® 


1.2.3 ....  (^  — ij 

,  (v  —  3)  (v  —  4)  (v  —  5  ) ...  (  v  —  (m  4-  1  j)geiv~('m+t) 

i~  “  “  ' — - - - - — - - — — - —  ecc» 

1.2.3  ••••  1  ) 

fino  a  quel  termine  che  ha  per  coefficiente  numerico  V  uni¬ 
tà  politiva  . 

29.  Conofciuto  il  moltiplicatore  di  yo  in  Am~s  che  è  il 
termine  generale  delle  A  y  Ci  renderà  noto  quello  di  y  che 


nafce  dal  differenziare  nel  modo  confueto  il  valore  di  - - 

(-«r 

cambiando  poi  i  fegni ,  Intraprendali  pertanto  quella  differen¬ 
ziazione  3  e  farà 


Gggg  iij 


6o6  Delle  serie  ? 

Du  (v-i)(v-i  )(v-3)...(v-m)xv 


(~<x)m  1.2.3..  ..(772  —  i) 

I  (v 2^v  ~~  ^  ~  4)  ♦  —  m)*dfv 

1.2.3  •— (^ — - l) 

fo  —  zjC'g—  1  ))/a*'-Cl’l*‘) 

1.2.3  ....  (272  —  I  ) 

(z>-  3)(^-4)....(^  —  (772  4-  i))ot  dg 

1.2.3  •*••  (/^  ““ 

(77  —  3)(Z>  —  4)  ....  (^-(^4  2))£a  w  -C»>+3) 

1.2.3  ••••  (m  —  x) 

(v  —  4)(z> —  5)  ~”(v  —  (m4*  2))etv^m+3)dh 

^  1.2.3-...(w — 1) 

(v  —  4)(  v  —  5) .....  (  v  —  [m zj)  h*v  <m+4) 

1.2.3  ....  (772  —  1) 
tto  — V,  — (v  —  1  )/, —  (v — 2 )g  ecc.  in  vece  di  df,  dg  , 
^  ecc.  dopo  la  riduzione  degli  omogenei  allo  {letto  denomi¬ 
natore ,  e  il  cangiamento  de’  fegni ,  rilutterà  il  fuddetto  mol¬ 
tiplicatore  di  / ,  ottia 


+ 


-j-ecc.  E  po- 


T)u 


(v  -  2)  (v  -  3)....(v  - 


(~0f)w  1.2. 3.... (772  —  1) 

(-p  —  3)(v  -  —  (m+ 

1.2. 3.. .  .{pi  —  i) 

I  fo— 4)fo— 2  j)gotv-(m+3) 

1.2. 3. ...(272—  i) 

,  fa  —  5)fa  —  6)....(v(m  -f-  3)  W'-c'”+4)  ~ 

4- - — - - — — ISIA - U  ecc . (  M  )  .  Quc- 

1.2. 3. . ..(272—  l) 

tto  coefficiente  dall'  altro  di/  (L)  fi  può  cavare  in  quefta 


5  nel 


maniera. Si  ommetta  il  i.°  termine  che  moltiplica  « 

2.0  fi  fottituifca  1  in  vece  di  /•,  nel  3.0  fi  metta  f  in  vece 
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di  ^ ,  nel  4.0  ^  invece  di  £,e  così  di  mano  in  mano  finché  fi 
arriva  all'ultimo  termine, che  non  ha  altro  coefficiente  fuor¬ 
ché  P  unità. 

30.  Ad  avere  il  moltiplicatore  di  y  ^  converrà  differenzia¬ 


re  P  equazione  (M),  dividere  per  2  i  termini  che  nafcono 
e  cangiare  i  fegni.  Eccone  il  calcolo; 
u 

®  D  (  —  oc)m  __  (v  —  z  )(v  ~  3)...(^  —  (m  -f  ifìop-c."**) 

2  2. 1.2.3. ..(777 — 1) 

(y  —  z)(v  —  4)....(v  -(?»+!  ))  +  2)  df 

-  2. 1.2. 3.  ..{m — 1) 

,  (v  —  3)fo  —  4)....(z^  —  (m  -f  2))fotu-(m+3'* 

2. 1.2. 3. ..(w  —  1) 

(TJ  —  4)(zr  —  5 2 ))a'w“c”,+3V^ 

2.1.2  —  1) 

—  4)fo  —  5) . —  (mJr 

a.  1.2- 3 . (w- —  1) 

—  5)(z>  » —  6)....(z>  —  (m  -f  3  )')a‘®^w+4W 

2. 1  i) 

(z;  —$)(v  —  6) . (v  (m  + 

2. 1 .2. ^....(772  i) 

fiituzione  de’  valori  delle  differenze  df ,  dg  ,  dh  ecc.  e  col¬ 
la  riduzione  degli  omogenei  dopo  il  cangiamento  de’  fegni 
fi  ottiene 


ecc  .  Colla  fo- 


D.D 


u 


( — «r  _  (y— i^v_— 4)--('g— (™+_  i))^~(ro+>;i 

2  I.2.3**.»(T72  •  l) 

(v  — -  4)(Z7  —  5)— (v  —  (m  +  2 

1.2.3.. ..(m— 1) 

,  ^ —  5)fo  —  6)....(z> —  (ffl-f 

1.2.3.. .(w — 
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6)(V  —  7)....(v  —  (w  +  4)>*^“+'J  „  „  .  .. 

t - v — - - -  ecc.  Quello  e  il 

1.2 I  ) 

coefficiente  di  y*  il  quale  dall’  altro  di  y  ^  fi  può  dedurre  co¬ 
sì.  Si  prefcinda  in  (M)  dal  primo  termine .  Nei  2.0  fi  met¬ 
ta  1  in  vece  di  /,  nel  3.0  /  in  vece  di  g ,  nel  4.0  g  in  ve¬ 
ce  di  h  ecc.  appunto  come  s’è  fatto  in  (L)  per  trovar  (M) , 
e  fi  avrà  1’  intento  .  Onde  per  la  fomiglianza  del  calcolo  , 
potremo  flabilir  fenz’ altro  che  fìa  il  moltiplicatore  di  y  3  ov¬ 
vero  3 

u 

(  —  a)™ _ (v  —  4  )  (  v  —  5  ) . (gv  —  (m  +2  ))**  +  3> 

1.2.3....  (yyi  1) 


B'D.D 


2.3 

,  (V—  s)(v—  6)....(v  —  (m  + 

-j - - — - - - - - ecc.,  e  cosi  li  dica 

1.2  .^....(771  1) 

de’  furtèguenti  fino  al  termine  y  che  ha  foio  1  di  molti¬ 
plicatore  . 

31.  Stando  dunque  fui  generale  ,  ficcome  il  numeratore 
di  Am~ 1  ha  due  parti,  la  prima  comporta  de’ termini  ne’ qua¬ 
li  entrano  y  ,  /s  , ecc.,  la  feconda  de’  termini  ne’  qua¬ 
li  entrano  Am~2 ,  Am~3  ecc. .,  come  s’è  veduto  negli  efempj 
precedenti,  refpettivamente  ai  termini  delle  y  farà  la  prima 
parte  di  quello  numeratore  eguale  all’  efpreffione  Tegnente  ; 

( N)  (i(v-1  xv -'-)■■■(? -(m- 

+  (v  —  2)(v —  3)....(^  —  ni)fa* -<*+')  +  ecc.  )/o 

+  (C^ •— “  2)(v  —  3).... (7J m)(fv 

+  C* ~  3)(v  —  4)—(v  —  (w  +  i))fa* -<»+*>  +  ecc.  )/t 

+  (z> — '  SÌiv  —  4)—(^ — ■(?»  +  0)<*T'“(,”+I) 

+  “  4)(^  —  2)/* ® “<"+3>  +  ecc.  )/2 4-  .. .  +y ^  ^ 

32.  Serviamoci  prefentemente  delle  abbreviazioni  del  Sig. 


,  —  m 


la  Grange 
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la  Grange  (  §.  3).  Facciali  P  efpreffione  generale  deli’  equa¬ 
zione  in  2:  ,  cioè  1 

z"  +/ZI,_‘  +^v~,  +  ^~,....+  qzì  +  rz'  +  tz  +  u  =  o  =  P 

zv~>  +  6zv qz2 +  rz  +  t  =  ^ 

Z.V-'  +/z  »  ■ -»  +gz  v  -4  +  fa  * r  —  r 

z-v~3  -j-fz.v-,+£ZV-!+hzv-6....+  q  —  s 

eco. 

e  Supponiamo  che  in  P  vi  Hano  radici  eguali  x  di  num.°  m 
effendo  le  altre  /3,  y,  $  ecc.  di  num.°  v  —  m  .  Sarà  il  ter¬ 
mine  generale  y*  della  ricorrente  che  corrifponde  alla  for- 


mola  P ,  come  Segue 
y„ = 40  +  cy  ,  ^  +  ecc.  + 

A'x(x  —  i)(x  —  z)...(x —  (?K — ■  3))^CW-2) 

\  .2.^....\7Yl  2) 

A"x(x—  i)(x  —  z)....(x~  (m  — 

i - ~ - - - -  “7 — L- — - 1- ...  +  A^otr 

3  •  •  •  •  (m  3) 

Ora  dalle  premeffe  equazioni  col  far  z.  variabile  fi  trae  pi¬ 
gliando  le  differenze 
dP 

—  =  vz  v -x  4.  (v  -  I )fz  * -2+(V  -2)gzv-3  +(v-  z)hz  « 

+  3^2  -Pirz  +  t 


_ v(v-i)zv  2  (  (V  -  i)(v-2)fz.v~3  f  (^-2)(^-3)<f2:'t'”''i 

idz2  — -  i  I  “  +  r— 


,  (v  —  3)(v  —  4)te"-'  , 

+  - - - - —  +  •••«  +  3IZ  +  r 


d3P 
2.3  dz3 


_v(v — •  i)(v  —  2)zv~3  (  (v-i)(v-- i)(v  ~  3)fzv~* 

—  -  — - —  +  - — — — - - 

2.3  2.3 

,  (v—2)(v  —  3)(v  —  4 )gz*~s  , 

~r*  ■"  ~  " — - *”•  j  ^ 

2-3 


Tomo  III 


Hhhh 


6io  Delle  serie 

dmP  v(v —  i)(v —  2)....  (v  —  (m —  1 

1»  2  .3»*.  TYld'ZP  1.2 

( v  — ■  i)(v  —  2)(z>  —  3)...(t;  -  w)/z. 

^  1.2.3.... w 

,  (v-  i)(v  -  (w+i))fzv“<OT+2> 

1  - - - ' - — - ^  ecc, 

1  1.2. 3....  m 

M 

—  ==  4-  (v-2)fz?~3  +(v-  3 )£??-* ....  4-  2^£  +  r 

dz. 

d'jà  _  (V-  l)(V-  2 )&»-»  ,  (V  -  2)(V  — 

: ìdz *  2  2 

(^-3)^-4^  + ....  +  * 

1  2 

2-3^5  ~  ^3  ,  2-3 

,  (^-3)(^-4X'^-5)^v_  _ _ 

>4— 3  nmKmmmmtm  ~  CCC# 

2.3 

ecc. 

*/R 

—  =  (z>-  2)2. v  ~3  -r(v~  2]fz  v  -f  (v  -  4)^2- v  ■**  4-  ecc. 

^2: 

_£R  — i)(z>-3)2s^-4  (t>—  3)(^  —  4)A”~t 

: zdz ,*  2  2 

+  (Lrr4Xy-^’~*+ecc. 

2.3  dz3  2.3  ^  2*3 

(x>  —  4X,p-?X^  —  .  „„ 

2.3 

CCCe 

~^(v—3)zv~*  +  (v  —  4 )fe>v-*  -b(v  —  5)&~V~S  +  ccc” 

dz, 

d'S_  __  fo  —  ì)(y  —  4)*-'’"'  (x/  — 4X^  — 5)/2-v~< 

2  2 

+  (^=L5)^-j)£il-7  +  ecc, 

2 


a  I  C  OXX  I  N  T  1,  6l  l 

<l*s  _ (v-3)( v-4Xv-5hv-‘  (v-4)(v-s )(V-6)fz*-' 

l-ìdz,'  2.J  2.3 

(V—  5)(v  —  6)(v-7)gz »-8 

HI - -  *4“  ccc. 

2.3 

tee.  ecc. 

33-  Se  ne*  valori  di  g.»  ^  ecc.  poniam  £  in  vece  di 

2j»  ^  cl  ve  t-2  c  c  c  ti  di  y a5/J  ecc.  in  (§.23.) 

e  così  fofiituendo  >  ,5  ccc.  a  x  ,fi  fanno  effi  i  coefficienti  di 

A  ’A  5  A  ecc'  in  ^  5  Nd  ecc.  Oltracciò  nel  valore  di  — 

dz 

furrogando  a  z  le  radici  fi  ,  3/  ,  £  ecc. ,  rifultano  i  valori 
de’  denominatori  di  b  ,  c,  d  ,  ecc.  ($.  25)  .  Onde  facendo 
indicare  qual  radice  va  foftituita  a  z  in  J>,  Ry  S  dalla  dif~ 

•  •  «  «  •  •  «  «  -vo 


+  Ri,  +  •• 

b - 

t>— * 

dP:d/3 

Qy„  +  Ryt  +  Syx ... 

M 

1 

» 

+ 

• 

• 

dP:dy 

+  Ryt  +  Syx ... 

À 

+y  , 
© — » 

dP-M 

,  ecc.  Quanto  al  numeratore 

di  A  vale  la  ftefla  regola,  che  fi  è  offervata  in  £,r,  d  ecc. 
(  §*  2\  )  ,  ma  il  fuo  denominatore  ,  che  è  comune  eziandio 
agii  altri  {imboli  A',  A"  ecc.  e  che  è  fiato  legnato  con  (F) 

dmP 

al  §.i6,k  quel  che  diventa  - -  .quando  nei  fuo  va- 

1.2 ,3...mdzm^ 

lore  (§.  32)  fi  ponga  et  in  vece  di  z.  Dunque  farà 
+  Ryt  +  Syt ....  +y  ^  _t 

A  = - 7— - - - .  II  valore  di  A 1  nel  nume- 

dmP\(i.2.3...rndctm) 

ratore  dev’  efler  comporto  di  due  parti;  la  prima  der  termi- 
ni,  ne’  quali  entrano  A5  A’ A  .  /  2  ,  effendo  formata 

V  altra  dal  differenziale  del  denominatore  di  A  moltiplicato 
In  - —  A ,  fuppofto  che  varj  folo  a  ,  come  apparifee  dagli  e- 

Hhhh  ij 


Su  Delle  serie 

fempj  de*  §.  18  ,  19.  La  fuddetta  prima  parte  fi  caverà 
dal  valor  generale  che  ha  ella  nel  numeratore  di  Am~x  ($,  31), 
ove  li  ponga  w  =  e  farà 

(Jtj —  i -\-{v —  z)fxv-3  -\-(v  —  3)gKv,~*  ecc.)^ 

+  (iv  —  z)x  v~3  +  {V  —  s)fxv  ~4  4-  (V  —  4)^  v~s  ecc.  )/£ 

+  ((Z>  -  3)*  z'~4  +  -  4)/*1'  4-  (z>  -  JÌf*  ecc.  )/  ...+/ 

Ma  fatto  z,^ra3i  moltiplicatori  di  /o  ,/i ecc.  fono  egua- 


.  d^  dR  dS  ^ 

li  ai  valori  di  —  ,  —,  7-  ecc.  Dunque  coll’unione  di  tut¬ 
ela  dx  dx 

te  e  due  le  parti  ,  e  col  meddimo  denominatore  che  ha  A 

avremo 

d§L  dR  dS  t  Adm+'P 

Tj°+TR'+d/' . 


A! 


dmP:(i.i.i...mdctm) 

,  (V  -  i)(v-  z)civ~3 

Fatto  in  ( N )  772  —  3,  onde  rifulti  ( - 


1.2 


(V  —  l'ìfcLV-* 

+  - “ — -  ecc-  )/0  +  (Sv  —  2XV  —  3)«  * 


-4 


1.2 


(^  —  3  )C^ —  4//aZ,“;  ecc.  )/x .... -f/ quella  è  la  prima 

parte  del  numeratore  di  A"  .  Ora  poiché  colla  foftituzione 

d*§L  d'R  d'S 

di  z  =  a  ne’  valori  di  - - —  ,  — 7—  , -  ecc.  rifultano  1 

i.idz2  1.2  dzz  1.2  dzz 

moltiplicatori  flelfi  di  yo  $  nell*  anzidetta  prima  parte? 

Ardm+'P 


e  la  feconda  pei  §.  18.,  19.  è 
Adm+zP 


sf2.i.2 


1 .1.2  .^....mdaìn^x 

j  ci  fi  prefenterà  il  valore  di 
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d‘§/n  d‘R  y  d'Sy 

°  ’  ,  '  AWm+'P 

- T~l\  - ; - 1- - —  ....  4- y  - - — - 

1,2  da  i.idu2  i.zdaf  t'“3  1. 1.2.3 . ? 


3 . mdam+* 


Adm+'P 


...  i.2.i.i.2...mdctm+t 

A"  = - - — — — - - 

^WP:(  1.2  .^...,mda!n) 
Similmente  difcorrendo ,  troveremo 
d'®Lyo  dìRyi  d'Sy 


■  + 


+ 


•-dry  _  _  — 


A'W+'P 


i.i.Zdct3  i.i.^dct'  1.2 .-$d(L'  J  ^~4  i.i.2.3...w^oem+1 

_  A'dm*xP  Adm+'P 

fi"1—.  l’2'L-i-3~-mdo(m+z  1.2. 3. 1.2. 3  ...mdxm+3 


d,nP:(i.2.^...?vdoc7n) 

e  cosi  le  altre  ./f'",  yi'/,v  ecc.  lino  all’  ultima  3  il  cui  va¬ 
lore  verrà  cosi  efprelTo 

dm~1,àyo  dm-'Ry s 

— — — = — -  .  J-, _ jsti  -j-y 

1 )dctm~  1  ‘  1  ‘ 

zdm+xP  Am~  3dm+*P 

i'i.i.$...mdctm+x  1.2. 1.2. 2...mdetm+*  #’9* 

Adxm~xP 


i.2...(m-i)i.2...mdx 


m  ~  s 


Amal=- 

e  però  farà  il  termine  generale  del  f.  ji,  cioè 
^7  +R/  +J>>....+/ 

o  a  3  — 1 

A  =  (  - - — ■  - - ) fi” 

dP:dfi  J 

<>Ly  o  d~  Ry  x  -h  *  ••••  h-A'-.i 

+ (  dpjy - )  >" 

+  (  )  <P“  -j-ecc. 


Hhhh  iij 


D  E  L  L  I  SERIE 


(ÓI4 

(A) 

§)y  +  Ry  *Sy  ...  +  y  v  %  ,  y  N 

/  0  1  2  \  x(x-i)(x-2) ...( x-(m - 


“  *) 


dmP:(i.2.3.*..mdam) 


(A* 1) 


+( 


dRy  dSyx  , ,  „ 

,  ,  ,  Ad”+'P 

- - -  — j—  -  ■'■*  -4—  — *  Mi k— {— y  - - 

^  1  dot  r  da  ^  i.z ^....mdotm+t 


dmP:(i.2.^.^.mdotm) 

x(x  —  l)(jf  —  2)...(aT  -  (77?  —  3))x"“Cot“  *> 
I.2.3. ..(77? 2 * * *) 

(A") 

d'®j„  d’Ryt  d'Sy, 


)x 


A'dm+'P 


idx‘  2 </*■  ~^2</a8  ’"  1. 1.2.3... md<t’n+' 

Adm+'P 


1.2. 1.2 .2...mdcLm+* 


dmP:(i^2.^,..rndctm) 


) 


X 


*£jf -  1  )...(*  —  (m  —  4 ))a"  | 

I.2.J...(»2  — j)  * 


+(r 


dm~'§iy< 


^'+ 


d”-'Ryt 


(A1*-’) 


2:.(??2-l)dxm-x  *  I  .Z...(/72-l)doL 


+  m««*  y 


1.1.2 .3....mdxm+x  i.i»i.2.2,..mdctm+* 

Adim-'P 


dmP:(i.2.3...rndam ) 

1  (imboli  (.<#);>  (^1,)>  (^")  ecc.  (Am~l)  i  quali  rapprefen 

tan  lo  fteffo  che  A( ,  A'1  ecc.  hanno  per  valore  le  frazio¬ 

ni  fottopofte  che  ftan  chiufe  tra  le  due  parente!!  ,  e  ci  ri¬ 

corderemo  che  in  ciafcun  termine  del  valore  di  y„  quelli  di 

>  R  1  S  ecc.  e  de’  loro  differenziali  ,  ficcome  dei  differen- 
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liali  di  P  vanno  adattati  alle  foflituzioni  che  fi  fanno  in 
vece  di  z  delle  radici  /3  ,  y  ,  l  ecc.  a  ed  indicate  dai  mol¬ 
tiplicatori  corrifpondenti  yH  ,  l*  ecc.,  a*  ~  ,  a". 

34.  Riefce  ora  patentiflìmo  in  che  convengano  i  valori 
de*  coefficienti  £,  c ,  d  ecc.  A,  A ,  A'  ecc.  attignati  dal  ce¬ 
lebre  Sig.  la  Grange  coi  noftri  ,  e  in  che  difcqrdino  .  Que’ 
che  riguardano  le  radici  difuguali  0,  ecc.  e  così  il  pri¬ 
mo  A  che  appartiene  alle  radici  a,  uguali  ,  fono  intieramen¬ 
te  conformi.  Non  così  diremo  degli  altri  valori  di  A\  A ", 
A"  ecc.  nel  determinare  i  quali  quello  gran  Geometra  ha 
ommefTo  tutti  i  termini,  ne’  quali  entrano  le  A ,  A' ,  A"...  ; 
Am  “  *  ,  che  aggiunger  fi  devono  ne’  numeratori  alla  prima 
parte  che  contiene  y  ,  yx ,  jq  ecc.  ,  fenza  de’  quali  termini 


non  fi  ha  il  valor  giuflo  delle  A ,  ^  ecc.  Rimeffi  pertanto 
quelli  termini  ,  fi  riordina  ogni  cofa  e  fi  prefenta  con  tut¬ 
ta  T  accuratezza  il  termine  generale  delle  ricorrenti  che  ab¬ 
biano  num.°  m  di  radici  eguali  a,  e  coll’  filetta  facilità  fi  e- 
fibirà  quello  di  altre  ricorrenti  che  oltre  il  num.°  m  di  ra¬ 
dici  a  abbiano  num.°  n  di  radici  eguali  $  ,  num.°  p  di  ra¬ 
dici  eguali  y  ecc.,  effendo  qualunque  altro  numero  le  radi¬ 
ci  difuguali. 

dmP 

2*.  E'  facile  il  vedere  che  - —  non  è  altro  che 

i.2.^...mdam 


il  quoto,  il  quale  nafee  dalla  formola  di  relazione 

zv  ~\ ecc.  divifa  per  (Z  —  a)7”,  ove  in  eflò  foflituifcafi 

a  per  z .  Quindi  chiamato  Z  quello  quoziente ,  farà 


Z  = 


dmP 

- ^ — ,  e  pattando  alle  differenziazioni  colla  va- 

i.2  .^...mdam 

dZ  dm+'P  d'Z 


dm+'P 


dZ 

riabilita  di  a;  = - 5  „ j 

da  1.1.2 .^...mdx  +  zdx 


dm+'P 


i.i. 1.2. 3. ,.mdxm+ 


;  ecc.  onde  A~ 


)yo  +  Ryi ...  +yv_t 


Z  ~ 


dR 

da'*' 


f  M 


AdZ 

da 


z 


s 


6i  6 


Delle  serie 

d'-®L  .  d‘R  A'dZ  Ad’Z 

ldaiJ,°’r'  2du">'‘"'+J' v-1  da  i.2da‘ 

A"  - - - — - — — -  ecc. 


fino  ad 


d 


m—  i 


i  .2 ....{pi  —  i )det 


“i/o  + 


dr-'R 


i  )det 


y  •  •  •  -f*  y 


u  —I» 


Am~2dZ  Am~3d*Z  Am-*d3Z  Adm-'Z 

da.  i.ida*  1.2. i.2...(7w-i)</a**-t 

.4  =- - - — — - — - — — - — - - — — 

z 

Quelli  valori  delle  A  così  prefentati  fono  più  comodile  fan¬ 
no  fchivare  m  differenziazioni  di  una  formola  anche  più 
grande  di  quella  che  equivale  a  Z. 

3 5.  Adattiamo  le  teorie  fin  qui  efpofle  ad  una  certa  claf- 
fe  di  ricorrenti  ,  che  hanno  innanzi  al  primo  termine  y0 
tanti  termini  eguali  a  zero,  quanti  fono  i  moltiplicatori  del¬ 
la  ricorrente  meno  uno,  o,  effendo  v  il  grado  della  ferie, 
tanti  termini  innanzi  al  primo  nulli  quanto  è  il  numero 
V — i.  Tal  proprietà  hanno  tutte  quelle  ferie,  che  fervono 
per  trovare  il  numero  delle  maniere  ,  colle  quali  unendo  in¬ 
ficine  un  dato  numero  di  termini  diverfi  della  ferie  aritme¬ 
tica  de’  numeri  naturali  o  continuata  fenza  limite  o  fino  a 
un  determinato  numero  ,  fi  può  formare  una  data  fomma . 
Ora  egli  è  certo,  che,  chiamato  /0  il  primo  termine  d’  una 
sì  fatta  ferie  di  grado  u  ,  la  cui  equazione  -in  z  fi  a 

~  v  +/z> w  v  ~2  +  hz  v  ”3  -f-  iz  v  ~4 . tz  +  u  =  o  , 

poiché  i  fuoi  moltiplicatori  fono  — u ,  — t _ ,  —  /,  — h , 

—g  ?  —fi  e  f  appendice  de’  termini  zero  è  compolla  di 
num.°  di  termini  v — i  ,  mentre  i  moltiplicatori  fono  di 
num.°  v,  è  certo,  dilli,  che  farà  il  2.0  termine  — fy0  . 

In  oltre  avremo  il  3.0  termine  — fy , — gyo  5  cioè 

y,  =  (f — g)yo~  Poi/3= — fyt — gyt — 6yo,  ovvero 

y,  =  ( — —  b)ya  ecc.  coficchè  la  ferie  diventerà  la 
feguer.fte 

(Ò)...-yc,  (f—g)y 


(A-aA? + 
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(/4  —  3f'£+  ifi+t  —  Ì)y0  ,  (  —  /'  +  tf'g—tf'b 

—  sf&z  +■  2fl  +  —  l)y0  ecc.  ;  e  quella  fi  potrà  continua¬ 

re  lìnchè  fi  vuole  .  Dunque  ,  poiché  i  {imboli  /5  h  ecc. 
fon  quelL  ,  che  abbiamo  Tempre  adoperato  ,  fe  fupporremo 
che  nella  equazione  in  %  vi  fiano  le  radici  efprelfe  colle  fo- 
lite  fpecie  /5,  y  ^ì>  ecc.  ,  e  che  £,  c  ,  d  ecc.  lignifichino  i 
moltiplicatori  di  ,  y*  9  S3  ecc.  nel  termine  generale  yH  5 
non  avrem  da  far  altro  che  fofiituire  nel  valore  di  N.b  del 
§.  23.  in  vece  di  7l5  72,73  ecc.  i  corrifpondenti  valori 


N.b=yt 


~//o5  (/2—  (~/3  +  2^  — ecc.  della  ferie  (0), 

Per  tal  modo  fi  ha 

—fPv-%—£Pv~3—b&v~*  —  i ecc.  f 
-  —fb/3*~s  ecc.  C 

-\-f2[ìv‘~3  — ecc.  ^ 

+  2 ecc.  ( 
+f3fiv~*JrfIg/3ZJ~~s  ecc.  t 
~f/3v~*+2 fgfiv-s  ecc.  3 

)  a/\f  0  *  ecc. 

^  —g*@v~s  ecc.  f 

V.  +gj@v-s  ecc.  J 

ove  fi  vede,  che  fuor  del  primo  tutti  gli  altri  termi¬ 

ni  fi  diftruggono ,  onde  abbiamo  con  efpreflione  fempliciffima 
N.b=  /3v'~ty0 ,  e  per  la  fiefia  ragione  N.c  ^yv-1  j/o- 
NJz=:£'v~'j,o  ecc.  Ponghiamo  ancora  che  vi  fiano  piu  radici 
eguali  «  nell5  equazione  in  x,  ed  A ',  ecc.  lignifichino 
lo  Hello  che  negli  efempj  antecedenti  .  A  buon  conto  avre¬ 
mo  N.A=  a.v  “* y0 .  Per  gli  altri  poi  ricorreremo  all5  efpref- 
fione  generica  di  N.Am~l  de5  §.  31.,  35.,  nella  quale,  dopo 

aver  fatto  per  brevità  (g.~ 

(z>— 2)(z>  —  3  )  ...(TV  —  m) 


W 


w 


i.2.3...(m—  1) 

5  e  C0S1  ai  fuffeSuenti  furrogati 
ecc. ,  foftituiremo  in  vece  di  y  ,7  ,7  ecc.  i  corri- 

123 


III 


ipondenti  valori  della  ferie  (0),  e  nafcerà 


Tomo  III, 


Y  •  •  * 

1111 


6iS  Delle  serie 

wu  v  4-  w/a  »  -c^+o  4-  u"gctv-('m+*')  ecc. 

_  ,  \  —a >fxv’<’»+l)  —  «)ngav<m+2)  ecc. 

IN. A  —  <  —  d,flctV-(m+2)  ecc. 

C  -f  oùf2av^m^2)  ecc. 

Am~2dZ  An~3d2  Z 

■ - T—  - - TT  eCC' 

i.#«  i.iax 

Da  quello  calcolo  pure  rilevali  che  s’  annullano  i  termini 
delle  podeftà  di  oc  eccetto  il  primo  oùttv~myQ.  Onde  ,  rimef- 
fo  il  valore  di  «, 

N  Am~'  = 

—  1) 


-m 

-y. 


A”-'dZ  Am^dlZ 


-Adm~'Z 


.m—  i 


i.dx  l.idaf  i)dctl 

che  dà  tutti  i  valori  di  N.A1 ,  N.A" ,  N.zi"'  ecc.,  fecondo  le 
ipoteii  di  m=z  2,  3,  4,  ecc.  Per  la  qual  cofa  il  termine 
generale  di  quella  ferie  farebbe 

+ ^p5T+  "Tp^r +ecc- 

j  j  tt v  1  y e  ^  x {pc  •*“  1  )  ( x  (tj?  2)^  et  ^  ) 

+  (“2T  '  I.2.J...(W-l) 


+ 


C 


I.Z 


Zdac 


I.2.3...(W  • —  2) 

/(z>-iXz>-2)**'-3/0  JZ  /(^-i)av~2/0  __  ^Z 
+  V  1.2Z  ZJx\  i.Z  Z^  Z  V 


d' Z 


1.2  Zsd  oc 


-.( 


a 


,/0  ^ 


4-  ecc. 


1.2.3—fw  —  3) 
fino  al  termine  che  viene  moltiplicato  per  a*. 

37.  Pongali  per  efempio  numerico  la  ricorrente  dell'equa¬ 
zione  (z —  1)  (z2 —  1)  (z3  —  1)  (zA  —  i)(zs  —  0  =  o  .  Que- 
fìa  ,  liccome  è  flato  da  me  dimofirato  nel  Prodromo  dell5 
Enciclopedia  Italiana  e  poi  nel  num.°  XI.  dell’  Antologia 
Romana  per  1’  anno  1784,  appartiene  alla  ferie  che  efprime 
il  numero  de5  modi,  onde  con  5  termini  diverlì  della  ferie 
de’  numeri  naturali  continuata  lenza  limite  li  può  formare 


) 


RICORRENTI.  6 1$ 

qualunque  delle  potàbili  fomme  .  Prefento  la  fuddetta  equa¬ 
zione  in  quello  afpetto  equivalente  ; 

(z  —  iy  (z-h  0*(£z  0(^4-  + 

e  noto  che  le  4  radici  dell'  ultimo  fattore  fono  le  4  imma¬ 
ginarie  dell5  unità  elevata  alla  podeftà  5.*;  le  due  del  pe¬ 
nultimo  fono  le  due  immaginarie  dell’  unità  biquadrata  ;  fi¬ 
nalmente  le  due  dell"  antipenultimo  fono  le  due  immagina¬ 
rie  dell'unità  cuba*  Chiamo  pertanto  le  4  prime  y,yr,y"9 
y1";  le  feguenti  cP,  S1 ,  le  2  altre  s  ,  P,  e  denominate  fi  le 
2  eguali  che  nafcono  dalla  formola  (z-41)*  ,  faccio  et  le 
cinque  eguali  del  fattore  (z —  i)s  .  Oltracciò  nel  termine 
generale  yx  di  quella  ferie  fiano  c  y  c1 ,  c\  c"‘  i  coefficienti 
di 


ìhc 


y"  3  y~  9  y~  5  y"H ,  d ,  d'  quelli  che  moltiplicano  i  termi¬ 
ni  ch\  cf'*  3  indi  e  ,  e'  quei  che  moltiplicano  e1*  *  Appreffio 
faccio  fi'  quel  che  moltiplica  e  B  quel  che  moltiplica 
xfi*-' ;  finalmente  ,  A \  A ^  i  coefficienti  di 

ar(a:  —  i)a*-2  at(;v  —  i)  (x  —  2)«*~3 


x(x  —  i)(x— *2)  (a: —  3)3 


2-3 


4 


;  e  la  forma  del  termine  generale 


2.3.4 

farà  la  feguente  ; 

yH  =  Cy*  +  c'y1*  +  W*  +  ty*  +  d$*  +  d  S*  -f-  +  tV 


4-  Bxfi*-1 4-  B’fi*  4- 

Arx(x- 1) .(x-  i)d 

4 - 


Ax(x —  1)  (x  —  2)  (x  —  3)«x“4 


w— 3 


2.3.4 

A"x(x  -  1  )a*"2 


+  A"x*'h-'+An"c? 


2.3  *  2 

Il  grado  della  ferie  è  il  15*"’”” ,  il  che  dà  ^=15;  ed  offen¬ 
do  effa  una  di  quelle  che  hanno  ru  —  1  ,  cioè  14  termini 
eguali  a  zero  innanzi  al  primo  y0  che  è  1  ,  le  competerà 
tutto  ciò  che  abbiam  detto  nel  precedente.  Comincio  dun¬ 
que  dal  chiamar  P  la  formola  in  z  ,  e  colle  attuali  molti¬ 
plicazioni  de’  fattori  polinomi  trovo 
P  =  z's—z.I*—z'}+z'0  +  z9  +  z8  —  z 7—  z6—  z/q-  £2-f  z»i,c 

dP  .  ' 

=  I5Z,14— -  I4X15  — »  I32:1*  4. 102:9  4-  9 ^  4"  Sz, 7  —  7Z,6 

62/  — -  5Z,4  4°  1 .  »  »  •  (P)  7  °ve  colla  foflituzione  di  y 


Y*  •  •  •  •  • 

Illl  1) 


6  20 


Delle  shriè 


a  z  rifui ta 


dP 


dy  —  1  5^14  —  H?13  —  i  ly"  +  i<V  +  9y* 

+  s?7; — iys '—6ys — ■  $y4  +  2y  +  i  ,  che  farà  il  denomina¬ 
tore  di  c  .  Ma  quello  denominatore  fi  può  ridurre  a  mag¬ 
giore  femplicità ,  fe  fi  riflette  che  e  (Tendo  y  una  delle  radi¬ 
ci  dell’  unità  alzata  al  5.0  grado,  farà  ys  =  1  ,  e  + 

+  y  +  1  —  0  •  E  però  foftituendo  1  in  vece  di  y*  e 
■  dP  ' 

di  yxo  ; 


;  —  15?4  —  14 ?3  —  1 3?2+  io?4  +  9?3  +  8^5 


"  7?  ^  57/4  -f-  -j-  1  5  oiTia.  coll’  union  degli  omolo- 

dP 

ghÌ;  —  — >' 
d? 


defimamente 


5? 


dP_ 
3  dy 


y  —  1)2=2  2$y4  .  Avremo  me- 
dP 


2  5y 


3  d«‘,H 


2  sy"'* .  II  nu- 


io 


y~~  x 

—  = —  ,  e  tal  valo- 
2  5  25 


*5' 

meratore  poi  di  c  debb’  effe  re  ($.  36.)  y'uLlj'0  =  ?14  ,  perchè 

«  14 

/o  =  1  ,  Z>  =  1  5  .  Dunque  c  =  — — 

2  ^  y  ^ 

ic  avranno  ancora  c1 ,  c'7  ,  c,/7  coficchè  i  primi  4  termini 

di  X.  diventano  —(>-'  +  y ’"-(-/*  +  /'»  ) .  Per  avere  il  va- 

.  2  ^ 

loie  di  d  deefi  in  (P)  por  J1  in  vece  di  z,,  che  fom  min  idra 
dP 

dì =  1 5  ^  —  1 ^ 3  —  1  +  !  0  J*  +  9^8  4-  8cT7  —  7J* 

-  -  ,5^  — -  5J4  ^[_  2cr_|_  1  .  e  qUeflo  è  il  denominatore  di  d , 
Ci^e  fi  riduce  ai  femplice  colle  neceffarie  equazioni  £4“i? 
eT  eflendo  £  una  radice  dell’  unità  biquadrata.  In 

dP 

vigor  della  prima  nafce  —- =  8  (53 S*  —  ef — 1) 

cto 

"  o( ì -J-  i)(eT2  1),  ovvero,  ficcome  la  feconda  dà 

r,  _ 

d  —  ir  — —  —  1 6(  d  -J~  1  ) .  Ma  il  numeratore  di  d  è 


dì 

^““,/e  =  5,4  =  5 

_  ~  (d—  1  ) 


r  ;  Dunque  d; 


d— 


a2 


I  <5(cT  fl-  I  )  I  6(d*4" 1  ) 

;  e  per  la  fleffa  ragione  eflendo  d’  =z  ~  > 


/ 


„  S2 

1  5*°  e  il  6°  termine  di  jrH  fi  efprimeranno  colie  forinole 
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-(y-j-à") - I  j.  Cosi  fi  ha 

3  2  3  2 

dP 

-J  =1^  —  I4£,3“-  iic"Jrl0i9Jr9ziJr%s_^  7i<  —  6es 

-  5£*~f-  2e  4-  1  ;  e  appartenendo  s  all'unità  cuba,  varranno  le 

equazioni  g3  =  1  ;  £*4-e4-i=:  o.  Onde 

, 

^g"  — 1 5S  x4f  ■  1 3  -f-  10  *4^  9g2  -f-  Se  —  7  —  6s2  —  5? 


2s  -j~  1  =  9(22*  £ — 1  )  — — :  2 ,  che  è  il  denominatore 

di  <?5  il  quale  ha  per  numeratore  sl4  =  =2;  e  quindi 

P  1 

e  “  — g2  —  ~  ?  al  qual  valore  farà  anche  eguale  e'  .  Quindi 


d  7.0  e  T  8.°  termine  di  diventano 
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38.  Efauriti  i  termini  delle  radici  difuguali  ci  fi  prefen- 
tano  quelli  delle  radici  eguali ,  pei  quali  fa  duópo  determi¬ 
nare  B ,  B'  5  che  riguardano  le  2  radici  eguali  /3  ,  e  gli  al¬ 
tri  lìmboli  A  ,  A'  ecc.  che  fpettano  alle  5  radici  eguali  a  . 
Quanto  ai  primi  B,  B1  ci  ricorderem  della  regola  del  $.  35., 
la  quale  ci  comanda  di  togliere  dall’  equazione  in  2:  il  pro¬ 
dotto  dei  fattori  eguali  che  contengono  le  radici  (2  e  di  por 
nel  quoziente  @  in  vece  di  2: .  Con  ciò  abbiamo  il  denomi¬ 
natore  comune  de’  due  {imboli  B ,  E  che  è 

=  (P~  O'(0*  +  £  +  0(/^  +  I)(/S4  4-/33  +  /5i  +  /3+  i) 

=  /513  —  3&"  4-  4£”  —  5/510  +  6(i 9  —  6ja8  4-  7/37  —  7/8*  -f  6/3* 

*  ‘  -f- 5/S3 — 4^i+3/3 — -1  5  che  chiamo  Z1  ,  onde 

dZ1 

—  =  1 3/3”  —  36/3”  +  44/3'°  ~  50/8’  +  540*  —  4^7  +  49/3* 


—  42/3^  -]-  30/34  —  24/33  1 5/3’  - —  8/8  -f-  3  .  Ma  /8  =  —  x  .  Dun- 

7l__  ^  ^Z1 

que  z,  —  —  64;  — -  =  41(5.  Ora  pel  $.  36  adattando  il  va- 

CI  fé 

lore  generale  di  N.Am~l  e  di  A  ai  noflro  cafo  coi  fare 


A^B 


{2v-ly  fi1*  —  1 

=  2  ,  ritroveremo  B  m  -  =  —  =s  —  ;  ed  ei~ 

Z1  -64  64 


I»  •  •  •  •  » 

111  iij 
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fendo  B'  =  (~  rifulterà 

L  Z  a$  —  64 

4 16  14  4*6  I5  c-  l\  *i  1, 

>4-  ■—  = - -  =  —  .  Sicché  il  io®  e  l  i  1®  ter- 

1  —64.64  64  64.64  128 

.  x(  -  i)*--1  ,  1  5(  —  1)* 

mine  di  /*  fi  fanno  — * — - 4- - 5  ofiìa 

04  128 

(IX  +  15X— o* 

128 

3 9.  Refiano  i  5  termini  che  fi  riferifeono  alla  radice 
ft=i,  per  cui  bifogna  trovare  i  5  coefficienti  A  ,  A!  ,  A\ 
A1",  A'1"..  Cominciamo  dai  denominatore  comune  ,  che  è  il 
quoto  dell*  equazione  in  z  divifa  per  (z — i)f  ,  ove  in  eflb 
quoto  facciali  z  =  a~  Chiamando  Z  quello  quoziente  farà 

Z  =  (CL  -j-  I ;z(a2  +  *  +  I  X**  +  l)(cd  +•  OC3  +  OC*  +  a  +  I)  : 

£=  se10  -j-  40C*  -j-  9a8  I5a7-j-  20/ -\~iicd  -{-  20oc4~}“  153* 

+  90^  -4—  4«.— J—  1  =  120  ..  Onde  fi  deduce 

dZ 

io»’  -f-  36a8-j-  72^?  +  +  I20*r  -J-  1  ioa4-j-  8o&5 

-(-  45«*  ~f“ 1 8a  -J-  4  =  600 


<**Z 

2  c/a* 


c/JZ 

c/*Z 


45^e8  — f—  144^-f- 252^-^315^  +>3ooa4-j- 220  aJ 
+  1 2 ooc*  - 45a  ■■*•{—  9  1 — !  145® 

• — ■  1 20 cl7  — {—  3 3 dof  504^  *-{'”  525^  4^ ooì3  — *  2 2 oa1 

4-80^ -{-15  =  2200 


2.3.4^  ~2IOa*  +  5°4«f +  63°«4+  525*s  +  300** 

-{-  I  20  ~  2  299. 

Riafiunto  adefib  il  valore  generale  di  N.Am~x  e  di  ^4  (£.  36} 
co!  fare  fuccelfivamente  w  =  2,  3,  4,  5»  troveremo 


4070 


,  A’=~-,  A"  — 

*2°  120  120. 120 


5  ylW  = 


8080 

120. 120 


4®" 


IOI302O 
120. 120,120 


;  e  però  introducendo  tutti  quelli  valori 
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nel  termine  generale  della  noftra  ferie,  avrem  finalmente 

y»  +  y'»+y"»  ±y'"»  $-  +  3'"  ($*+*+ 6-  +  É' 

/v= - - - 1 - - - r_  r 


+ 


2J  32  32  -  27 

(2X+15X—  *)'  ,  *(*- i)(x-2)(x-3)  ,  9X{x~i)(x  —  2) 

- .  - - - - 1 -j-"  " 

128  120. 1.2. 3. 4  120. 1.2. 3 


40'jx(x—  1)  ,  ioi#  f 

4-  _ _  +  _ 0_ 


50651 


(&) 


12. 120. 1.2  '  l8o  ‘  6.120.120 

40.  In  quello  termine  generale  potrebbe  imbarazzare  il 
non  fapere  cofa  diventino  i  primi  dieci  termini  ,  quando  x 
allume  i  valori  di  1  ,  2  ,  3  ,  4  ecc.  Ma  riflettendo  ,  che  i 
primi  4  termini,  e  cosi  le  3  coppie  fuffieguenti  non  conten¬ 
gono  altro  che  le  fomme  delle  radici ,  de’  ^oro  quadrati ,  cu¬ 
bi  ecc.  dell*  unità  potenziata  ,  fi  vede  a  un  tratto  ,  che  ci 
trarrem  facilmente  d’  intrico  col  noto  teorema  ,  con  cui  fi 
elibifcono  quelle  fomme  per  mezzo  de’ coefficienti  i  quali  mol¬ 
tiplicano  i  termini  dell’  equazione  compolla  delle  medefime 
radici.  Il  teorema  è  quello.  Sia  zn  Azn~'  +  Bzn~*  -4-  Cz,"^ 
4-  Dzn~*  ....  +  Vz=z  o  ,  e  le  radici  di  quella  equazione,  7r,7r', 
tt'#  ...  7 r”-1  .  Chiamili  la  loro  fomma  ir  4-  ir'  -f-  7T1' ...  4-  tt”"1  =  r  ;  la 
fomma  de’  loro  quadrati^  r1  ;  quella  de’  loro  cubi  =^'5  e  in 
genere  la  fomma  delle  podellà  k  delle  medefime  radici 
z=.  rk~l .  Dimollrano  gli  Analilli  eflere  ra-A;  r'z-Ar-zB; 
r''=z  —  Ar'  —  Br — 3C;  r"'r=:  —  Ar" —  Br'  —  Cr — 4 D,  e  gene¬ 


ralmente  rk~'  =  —  Ai —  Brk~ 3  —  Crk~ 4  —  Drk~s ....  —  kX  , 
chiamato  X  quel  coefficiente  che  nell’  equazione 
zJl-rAzn~'1  ecc.  è  al  termine  di  pollo  ^+1  Ciò  premeflo ,  vogliali 
*v.g  fapere  cofa  diventano  i  primi  4  termini  in  (  §)  )  quando 
X—  1.  Poiché  ad  effi  compete  ’l  equazione  z4~j-z3~j-z2 
4241^0,  faranno  A,  B,  C,  D  eguali  alP  unità  pofitiva , 
e  di  più  7 r,  ir’  ecc.  eguali  a  y ecc.  Dunque  perchè 
r  r=  —  ,  avremo  >  fi-  3/  4-  4-  y"1  =  — Fatto  ^=2  ? 

i  fuddetti  primi  4  termini  vengono  efpreffi  da  r’zz-Ar-zB^ 
che  colle  foflituzioni  fi  cangia  in  r' =  — 1.  Così  troveremo 
—  — 1;  rw,=  — 1  .  Volendo  poi  la  fomma  delle  quinte 
podellà  delle  radici,  nel  valore  dj  rk~z  fi  fa  ^=5, e  il  ter¬ 
mine  —  kX  farebbe  il  6,°  della  data  equazione  .  Ma  quella 
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non  ne  ha  che  cinque  .  Dunque  quello  termine  e  in  confe- 
guenza  X^o.  Sarà  pertanto  r""x=L —  Ar'" —  Br " — -O'  —  Dr 
c= —  r 1,1 — r" — r1 —  r  =  4  ;  il  che  confronta  con  ciò  che  por¬ 
ta  la  natura  medelima  delle  radici  y  ,  y  ,  yn ,  ym  ,  che  fon 
le  4  radici  immaginarie  dell'unità  quadrato-cuba  ,  onde  debb’ 
efTere  y's  1 ,  y  s  =.  i ,  ^,//y  =  i  .  Fatto  x  =  5  ,  la 

fomma  delle  felle  podellà  di  y,y'  ecc.  li  fa  eguale  alla  forn¬ 
irla  delle  llefle  radici,  cioè  j= — 1  .  Così  la  fomma  delle  fet- 
time  podeftà  farà  lo  nello  che  la  fomma  de’  quadrati  ecc.  3 
onde  farà  chiaro  qual  debba  effe  re  il  valore  di  quelle  fona¬ 
rne ,  qualunque  ila  x  .  Lo  lleffo  difcorfo  faremo  pei  termini 

— -  5  ai  quali  compete  P  equazione  z,2  4*  &  -f-  1  =  o  ;  ove 
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fatto  at=:i,  e  ^=2,  ci  rifulterà  f  +  s2 -|- d2  1. 

Ma  perchè  zz  +  z-j-  1  contiene  le  2  radici  immaginarie  dell’ 
unità  cuba,  fe  faremo  xz=z  3,  farà  s3  4-  e'3  =  2  ;  e  quindi 
£4  4-  g'4  =  2  4-  g'  ^3 — 1;  d  +  — •  1  ;  e6  4-  e'6  =2  2  ecc. 

Le  due  coppie  de’  termini  ,  che  in  contengono  le  radici 
che  fono  le  2  immaginarie  deli’  unità  biquadrata ,  deonli 
riferire  all’  equazione  z'+irro,  la  quale,  perchè  manca  il 
2.0  termine,  fa  effere  nella  generale  A=z  o,  B—  1  .  Quindi 
r  offia  £4-  5'=  o ,  il  che  nafce ,  quando  Ar=i,  nella  prima 
deile  2  coppie  .  In  oltre  fatto  x  —  2  ,  diventa  r'  = — 2 B  , 
cioè  ^2  +  3  —  —  2  .  E  fe  a;  =  3  ,  abbiamo  cf3  4-  offa 

r‘  =  —  Br  —  3C  .  Ma  C  è  nullo  ,  perchè  dovrebbe  trovarli 
quello  coefficiente  al  4. 0  termine  dell’equazione  z,2  1  ~  o  , 

il  qual  manca,  e  di  più  r,  ovvero  ef 4-S7  =  o.  Dunque 
£3-f  cf3  =  o.  Finalmente  è  chiaro  che  fe  facciamo  #  =  4,  fa¬ 
rà  è'44-ff4z=:2,  e  così  faran  noti  cF4-à/y  ;  o6  4-  $'6  ,  ecc.  per 
qualunque  ipoteli  di  x  ,  fenza  che  vi  lìa  bifogno  nè  per  la 
fomma  delle  potenze  di  quelle  radici  nè  per  quella  delle  po¬ 
tenze  delle  precedenti,  di  trovare  prima  il  valore  di  ciafcu- 
na  delle  fìelìe  radici  colle  rifoluzioni  algebraiche  ;  il  che  riu¬ 
nirebbe  molto  operofo,e  ne’  gradi  alti  di  imprefa  affai  ma¬ 
lagevole,  e  fors’  anche  difperata. 

41.  Il  termine  generale  yM  del  $.39.  dà  realmente  il  nu¬ 
mero  delle  maniere ,  colle  quali  li  può  formare  una  data  fom¬ 
ma  prendendo  5  diverfi  termini  nella  ferie  aritmetica  de’ nu¬ 


meri 


RICORRENTI.  6 25 

meri  naturali;  ma  però  ella  deefi  confiderare  continuata  len¬ 
za  limite  ,  perchè  fe  la  ferie  non  arrivaffe  che  a  un  certo 
termine  m  entrerebbero  in  campo  altre  ferie  ,  le  quali  com¬ 
binate  con  quella  del  fuddetto  termine  generale  fervirebbero 
ad  efibire  i  veri  numeri  delle  maniere  cercate  ,  che  non  fi 
ottengon  fempre  colia  prima  fola.  Nei  Prodromo  dell’ Enci¬ 
clopedia  Italiana  ,  e  poi  con  maggiore  efattezza  nei  num.° 
XI  dell’  Antologia  Romana  per  1’  anno  1784  efamino  l’in¬ 
dole  di  quelle  nuove  ferie  3  determino  i  loro  punti  d’  ingref- 
fo ,  e  ne  Habilifco  1’  ufo ,  qualunque  lia  il  num.°  de’  diverfi 
termini  dell’  aritmetica  che  fi  prendono  in  fomma  .  Quando 
i  termini  fon  cinque  ,  la  prima  nuova  ferie  che  chiamo  di 
fottrazione  ha  il  termine  generale  della  feguente  forma 
cT"4-cf  *'  (cf*'*1  4-  cf*'*1)  (e*'+*  (2^4-  11  1  ) 

- -  4 - — 

—  2}  f  2^gx'(x'  —  1) 
288.1.2 


mi 


3 2 


x'(x'  -  2)(V  —  3)  ,  yx'(x' —  i)(x' 

*4 - — - '  "4 - 

'  24.1.2.3.4  24.1.2.3 


4. 1 .2.3*4 

IQX*  2815 
*  16  3456 

La  x1  comincia  ad  avere  il  valor  zero  3  quando  nel  termi¬ 
ne  generale  fi  fa  x  =  m  —  4  ,  cui  corrifponde  la  fomma 
7Yi  ii;  e  quindi  diventa  x' =  -j- 4  - — va ,  efiendo  S  , 

?  ,  in  quella  lo  Hello  che  nella  prima  ferie.  Ma  quella  fe¬ 
rie  ,  i  cui  termini  dal  punto  del  fuo  ingrefio  van  fottratti 
da  quelli  che  nella  prima  lor  corrifpondono 5  non  bada,  per¬ 
chè  quando  xz=:i m — 7  fubentra  alle  2  precedenti  una  3/ 
ferie  di  addizione ,  il  cui  termine  generale  è 


4.  i»" 


4“ 
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x\x" 


,  (z^+gX-ir11  ,  x"(x*  —  i){x"  —  z)(x" -  3) 
m  t:  *  H 


64 


12.1.2.3.4 


0(*' 


1)  ,  t73x"(x"—i)  ,  20 5*"  ,  1357 

e 


2. 1.2.3 

In  elfo  s ,  e'  lignificano  lo  Hello  che  negli  altri 
x'1  z=z  x 7  • — 2 ina  5  che  principiando  dal  valor  zero  fa  ag¬ 
giungere  il  primo  termine  che  rifulta  da  queHa  ipotefi  alla 
difièrenza  de’  correfpettivi  termini  nelle  altre  due  ferie.  Per 
efempio,coi  90  numeri  del  Lotto  di  Roma  fi  cerca  in  quan- 

Tomo  III.  Kkkk 
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te  maniere  cinque  di  etti  numeri  eftratti  pollano  far  la  forn¬ 
irla  227,  che  è  una  delle  due  di  maffimo  numero  di  combi¬ 
nazioni  .  In  quella  fuppofizione  (  num.  cit.  Antol.  )  diventa 
^=212,  x'=z  126,  x"z=z^g.  Polli  pertanto  quelli  valori  ne’ 
tre  termini  generali  fopra  notati ,  rifultano  i  numeri  80 5  563 
—  5  18672  ~j~  1 2369  ,  vale  a  dire  in  299260  maniere  diverfe 
li  può  fare  con  5  numeri  dei  90  la  fomma  227. 

APPENDICE 

Sul  Problema  del  trovar  le  maniere ,  colle  quali  fi  può  forma¬ 
re  una  data  fomma  prendendo  un  dato  numero  di  termini 
diverfi  nella  ferie  de ’  numeri  naturali  continuata  fino  a  un 
dato  termine . 

i.TL  celebre  noflro  Collega  Sig.  Paoli  nella  fua  Memoria 
I  che  ila  inferita  nel  2.0  Tomo  della  Società  Italiana, 
dopo  avere  adattato  le  nuove  teorie  de5  gran  Geometri  i 
Sigg.  la  Place  e  la  Grange  fui  calcolo  delle  differenze  finite 
ad  alcuni  problemi  fpettanti  alla  partizione  de’  numeri ,  fcio- 
glie  anche  quello  di  trovare  il  num.°  delle  maniere  per  for¬ 
mare  una  fomma  data  col  prendere  in  una  ferie  aritmetica 
un  dato  numero  di  diverfi  termini.  Ma  egli  nello  fleffo  tem¬ 
po  fuppone  che  la  ferie  aritmetica  fia  protratta  all’  infinito, 
e  lafcia  intatto  il  problema  modificato  al  cafo  che  la  ferie 
fia  limitata.  Nell’  ipotefi  trattata  dai  Sig.  Paoli  unica  è  la 
legge  della  ferie  che  prefenta  le  ricercate  maniere  ,  laddove 
nell’  altra  del  limite  viene  effa  dopo  alcuni  termini  turbata 
dalla  necelfità  d’  introdur  nuove  ferie  ,  fenza  le  quali  non  fi 
foddisferebbe  pienamente  al  quefito .  Avendo  io  pertanto  ver- 
fato  piu  d’  una  volta  fu  quello  argomento,  ho  voluto  avere 
il  piacere  di  trattarlo  nuovamente  in  quell’  Appendice  col 
calcolo  delle  differenze  finite,  che  mi  ha  guidato  ad  efibire 
con  una  fola  forma  di  termine  generale  tutti  i  termini  ge¬ 
nerali  che  appartengono  alle  diverfe  ferie  necelfarie  per  la 
foluzion  del  problema . 

2.  A  quello  fine  chiamato  x  il  num.0  de’  termini  ,  che 
nella  ferie  de’  numeri  naturali  (A),...  i,  2,  3,  4,  5.... 
/>,  p-\-  1  ,  p  2  ,  p 4-  3  ecc.  fi  voglion  prendere  in  fomma , 
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fuppongo  note  le  ferie  de’  modi  per  formare  con  x  divertì 
termini  di  (A)  qualunque  fomma  fattibile  ,  ov’  effa  folle 
fenza  limite  continuata.  Io  dimottro  la  generazione  di  que¬ 
lle  ferie  nei  Prodromo  deir  Enciclopedia  Italiana  e  poi  al 
Num.°  XI.  dell’  Antologia  Romana  per  P  anno  1784  difco- 
pro  in  effe  una  proprietà  che  mi  rende  facile  la  loro  pro¬ 
trazione  fino  a  quel  termine  che  mi  aggrada  .  Ecco  in  che 
ella  confitte.  Sottopongo  P  una  all’  altra  di  quelle  ferie  per 
ordine  fecondo  le  diverfe  ipotetì  di  x. 


Serie  generali  delle  maniere 


X==  I 

i.a  1  , 

I  3  I  3 

I  3 

I  3 

I  3 

I  3 

I  ,  I  3  I 

ecc.  ...  (B) 

Xz=2 

2.a  I  , 

I  3  2  3 

2  3 

3  3 

33 

4  3 

4  3  5  3  5 

ecc.  ...  (C) 

X=z% 

3*  1  3 

I  3  2  , 

3  3 

4  3 

53 

73 

8  ,  I  O  ,  12 

ecc.  ...  ( D ) 

Xz=z  4 

4/  1  , 

I  3  2  3 

3  3 

53 

6, 

9, 

II  3  15  ,  18 

ecc.  ...  (E) 

5 

5*  1  3 

la  2  , 

3  3 

5  3 

73 

I°3 

13  ,  l8,  23 

ecc. ...  ( F ) 

ecc. 

ecc. 

ed  ottervo ,  che  fe  ferivo  la  prima  dittefàmente  e  dopo  i  due 
primi  termini  metto  fotto  la  fletta  ferie, e  poi  replico  Pope- 
razione  dopo  altri  due  della  i.a  fila  e  così  dopo  altri  due 
delia  3.*  ecc.  come  nello  fchema  che  qui  prefento 
1,  1,  1,  i,  1,  1,  1,  1  ecc. 

1,  i,  i,  1 ,  1,  1 

*3  *  3  *3  1  .  .  .  .  (  C  ) 

I  3  I 
ecc. 

indi  faccio  la  fomma  delle  colonne  verticali  che  rifultano , 
nafee  la  ferie  1  ,  1,2,  2  ecc . (C)  che  compete  alP ipo¬ 

tetì  di  x zzz  2  .  A1P  ittetto  modo  operando  fulla  ferie  (C)ma 
col  replicare  la  medefima  ferie  dopo  3  in  3  termini ,  come 
nell’  annetta  figura 

i,i,  2,  2,  3,  3,  4,  4,  5,  5  ecc. 

i,  1 ,  2,  2,  3?  3?  4  •  •  •  •  (  -^  ) 

1  ,  1  ,  2  ,  2 
1 

ecc. 

e  poi  fommate  le  colonne  verticali  fi  ottiene  la  ferie  (D) 
dell’  ipotetì  x  =  $.  Così  la  ferie  ( D )  replicata  Umilmente, 
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ma  dopa  4  in  4  termini  e  prefe  le  fomme ,  dà  origine  alla 
ferie  (E)  -, 

i ,  1 ,  2  ,  4j  5  3  7j  8 ,  1  °  3  12  ecc. 

I5I52?3?  4  5  5 

I  ,  I 

ecc. 

E  fatta  una  configurazione  fomigliante  della  ferie  (E)  cogr 
intervalli  di  5  termini,  fi  avrà  fommando  le  colonne  la  ferie 
(F)  ecc.  Onde  in  generale  trovata  la  ferie  che  corrifponde 
all*  ipotefi  di  x~  1  ,  fi  avrà  quella  che  corrifponde  alla  fuf- 
feguente  di  x,  fe  alla  precedente  fi  faranno  le  fottopofizioni 
della  fiefia  ferie  ma  cogl’  intervalli  di  x  termini ,  ficcome  è 
chiaro . 

3.  Da  quella  proprietà  ne  emana  un’  altra  che  agevola 
anche  più  la  formazione  di  tali  ferie  ;  ed  è  fiata  efla  avver¬ 
tita  dal  Sig.  Paoli  nella  Memoria  citata.  Ofiervo  per  efem- 
pio  il  io.™  termine  di  (E)  che  è  18  ?  e  nafce  nello  fellema 
(E)  dalla  fomma  di  12,  5,  1.  Ora  il  12  è  il  termine  cho 
nella  precedente  (D)  fi  trova  allo  ftefio  pollo  che  è  il  18 
in  (E)  .  Vengono  poi  gli  altri  due  numeri  5,  1  ,  i  quali 
nello  fiefio  ( E  )  li  trovo  collocati  al  pollo  che  è  indietro  di 
4  termini  dal  decimo  nella  medefima  figura  (E)  .  Cosi  il 
9.0  termine  di  (E)  compofio  di  io,.  4,  1  vien  formato  da 
io  che  è  il  9.0  in (  D  )  e  da  4 ,  1  che  è  il  5.0  in  (E)  cioè 
anteriore  di  4  termini  al  9.0;  la  qual  regola  vale  per  tutti 
gli  altri.  Se  efaminiamo  poi  ciò  che  accade  alla  fìg.  (E)  e 
prendiamo  v.  g.  il  io.°  termine,  elfo  fi  compone  di  5,  4, 
2,  1  cioè  di  5  che  è  il  io.°  della  anterior  ferie  (C)  c  di 
4,2,1  che  fi  prefentano  3  termini  innanzi  al  io.®  nella 
fiefia  (E);  il  che  fi  verificherà  ancora  per  qualunque  altro 
termine  che  fi  alluma.  Parimente  nello  fchema  (C)  oltre  il 
termine  egualmente  fituato  in  (B)  converrà  prender  quello 
che  precede  di  due  il  pollo  dei  primo.  Onde  potremo  fiabi- 
1  ire  il  canone,  che  nella  ferie  competente  al  num.°  indefini¬ 
to  .v  ,  qualunque  termine  farà  eguale  al  termine  che  nella 
fiefia  ferie  è  diflante  x  termini  dai  ricercato  ,  con  di  più  il 
termine  di  egual  pollo  a  quel  che  fi  vuole,  prefo  nella  ferie 
che  fpetta  alla  prefente  ipotefi  di  x  —  1  .  Quindi  ,  chiamato 
t  il  num.*  de’  termini,  e  coi  nuovi  lìmboli  del  Sig.  la  Pia - 


RICORRENTI.  629 

c<r,  facendo  che  ZW  rapprefenti  il  termine  che  fi  cerca  nel¬ 
la  ferie  fpettante  a  x  ,  vaierà  1*  equazione  Zc»  > »)  —  7.('-w ,  *0 

-f-ZC',»-.). - ) .  E'  affai  ingegnofo  il  raziocinio  di  cui 

fa  ufo  il  Sig.  Paoli  per  trarre  dall'indole  del  problema  que¬ 
lla  equazione  ,  la  quale  egli  integra  col  calcolo  delle  diffe¬ 
renze  finite  accomodato  al  cafo  che  t  varj  con  differenza 
variabile  x  ,  e  da  cui  rifultano  le  notate  ferie  (B)  (C), 

(D)  ecc. ,  per  la  dimoftrazione  delle  quali,  fenza  andare  in 
traccia  del  Prodromo,  farà  bene  leggere  la  fua  bella  Memo¬ 
ria  ,  che  abbiamo  teflè  mentovata . 

4.  Ma 'Veniamo  al  cafo  del  nofiro  problema.  Nella  ferie 
aritmetica  (A)  è  facile  il  vedere  ;  i.° ,  che  prendendofi  in 
effa  *  termini  divertì,  la  fomma  minima  delle  fattibili  debb’ 

effere  i  *-[-  2  -|-  3  -f-  4 . -|-  ,  cioè  — — — — ^  e  la  fomma 

2 

malfima;  />+/'  —  1  -j -p  —  3 - 4-p  _(*_!) 

x(x  —  I  ) 

—px  ,  quando  (A)  debba  terminare  in  p  :  2.0  che 

'J  * 


per  natura  del  problema  le  maniere  di  formar  le  fomme  prin¬ 
cipiando  dalla  minima  e  falendo  fino  ad  una  certa  fomma 
media  S ,  faranno  eguali  di  numero  alle  maniere  per  formar 
le  fomme  principiando  dalla  maffima  e  difcendendo  fino  alla 
ficffa  S .  Per  la  qual  cofa  avremo  egual  numero  di  termini 
nella  ferie  delle  maniere  di  qua  e  di  là  da  quello  che  cor- 
rifponde  a  quella  fomma  S,  il  valor  de’  quali  farà  lo  Hello 
ne  podi  egualmente  diflanti  dal  medio  nominato  ;  e  quello 
medio  efibira  il  malìimo  numero  di  quelle  maniere  :  30.  che 
efiendo  la  ferie  delle  fomme  una  ferie  aritmetica  limitata,  e 
trovandoli  S  in  mezzo  a  quefta  ferie  ,  farà  S  un  medio  arit¬ 
metico  tra  la  fomma  minima  il  e  la  maffima 


2 

x(x  —  I j  .  x  x(p±l)  ,  r  , 

px  —  - - —  3  cioè  S  =5 - — — - ,  dove  ,  fe  x(p  4-  1  )  farà 

num.°  difpari ,  non  potendo  aver  luogo  la  fomma  fratta  che 
rifulta  da  tale  ipotefi ,  due  faranno  i  termini  eguali  di  maf- 
fìmo  nutn.®  di  maniere,  de’  quali  il  primo  ,  che  termina  la 
parte  afcendente  della  ferie ,  appartiene  alla  lomma 
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tJLtfL — -  ;  1*  altro,  che  comincia  la  difcendente,  appartie- 
2 

px  4.  x  -{-  1 

ne  alla  fomma  che  fegue  - - ;  e  quelle  fomme  fono 

2 

necelfariamente  numeri  interi  :  4.0  che  efprimendofi  la  fom- 

xfx  4-1)  v 

ma  minima  dalla  formola  — - -  5  fe  s  rapprefentera  qua¬ 

lunque  delle  fomme  fattibili,  e  /  il  pollo  de’  termini  o  nel¬ 
la  ferie  delle  fomme  o  in  quella  delle  maniere  ,  lì  avrà  ge- 

neralmente  - ?  onde  il  pollo  del  termine 

1  2 

pel  num.°  malTirno  di  maniere  farà  dato  da  quella  equazione 


1  — | — 


px  —  xz 


(A);  1,  2, 


Preinelfe  tutte  quelle  cofe,  lì  ripigli  in  mano  la  ferie 
2,3,4,  5  />+i  ,  />  +  2,  p  3  ecc.  e  lì  ragio¬ 

ni  così.  Le  ferie  (£),  (C),  ( D )  ecc.  profeguirebbero  Tem¬ 
pre  colla  lor  legge  ,  fe  non  lì  volelfe  porre  alcun  limite  ai 
termini  di  (A  )  ;  ma  facendo  p  il  fuo  limite ,  tutte  le  ma¬ 
niere  di  formar  le  fomme  nella  ferie  (A)  fenza  confine  ,  che 
nafcono  dal  combinare  i  termini  ecc.  cogli 

altri  efillenti  nella  ferie  che  va  fino  a  p ,  dovranno  elfer  tol¬ 
te  dai  numeri  efprelfi  ne’  termini  corrifpondenti  delle  ferie 
(E),  (C)  ecc.  ;  il  che  verrà  a  formare  una  ferie  di  fot  tra¬ 
zione  che  unita  all*  altre  darà  il  vero  numero  delle  maniere 
che  efige  il  problema .  Ora  è  palefe ,  che  la  legge  delle  fud- 
dette  ferie  ( B )  ecc.  rella  invariata  dalla  fomma  minima 

— ^ +  ----  fino  alla  fomma 


p  _j —  j  •— |—  2  — | —  3  *  *  •  *  *~j—  (x 1  )  '^—•p  — - *  la  quale  non  ti 

«w 

può  formare  con  x  termini  coficchè  fia  un  d’  elfi  maggior 

di  p .  Ma  a  quella  fuccede  1*  altra  p  ~f- 1  -J - ,  che  ol- 

2 

tre  le  maniere  abbracciate  dalla  ferie  fino  a  p  potrebbe  anch’ 
elfer  formata  dal  termine  />~j-  1  ,  che  manca,  combinato  con 
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i?  2,  3 . x — 1  »  Dunque  quella  maniera  va  fottratta 

dal  termine  analogo  alla  fomma  p-J-i-j- - L  nelle  ferjc 

2 

(B)  ecc.;  ed  ecco  P  ingrelA  della  ferie  di  Attrazione  il  cui 
primo  termine  è  1  ,  la  quale  comincia  ad  aver  luogo ,  quan¬ 
do  nelle  Addette  ferie  (  B  )  3  (C)  ecc.  ila  P  indice  dei  ter¬ 
mini  t  2 — x. 


-  oc 

6.  La  fomma  che  le  vien  dietro  è  p- J- 2  4 - la 

2 

quale  oltre  il  numero  di  maniere  comprefo  da'  termini  della 
ferie  limitata  (A)  potrebbe  produrli  eziandio  da  p  2  com¬ 
binato  con  i-f"2  +  3 - +  — I5  e  da  p  ~\~  1  combinato 

con  1  — J—  2  — J—  3  ...  -  *-[—  —  2-j-AT,  olfia  combinato  con 
1  -j-  2  -f-  3  . . . .  x  —  (  x  ■ — ■  1  )  che  è  Io  fteffo .  Siccome  pe¬ 
rò  quelli  due  modi  per  ragion  de’ termini  />-[-  2,  p 1  che 
s’impiegano  non  entrano  nel  vero  numero  delle  cercate  ma¬ 
niere  ,  così  dai  termini  di  (B)  (C)  ecc.  che  fono  al  pollo 
p  -j-  3 — x  van  levate  quelle  2  combinazioni.  Andando  in¬ 
nanzi  colle  fomme  3  e  ragionando  Umilmente  li  vedrà  quan¬ 
te  combinazioni  devon  fottrarli  dai  termini  corrifpondenti 
delle  ferie  ( B ) ,  (C),  cioè  lì  verran  formando  le  ferie  del¬ 
le  Attrazioni  fecondo  le  diverfe  ipoteli  di  x. 

7.  Ecco  il  tipo  de’  modi  da  efcluderli  dalle  ferie  (B)  ecc. 
fecondo  le  diverfe  fomme  o  fecondo  i  diverlì  termini  delle 
flelfe  ferie  (  B  )  ecc. 


ò* _ p- f- 1  + 


A 

_ _  • 

2 


t  zzp-^ri-X  ; 


£/7+l  +  l+2+3  ^ 


S=P+  2+~-,  t=p+3-X-,  3 
2  L 


p~\~ 2  +  1  -f-2-j- 3  ...  -p  AT—  I 


J5+I  +  I  +  2+3 


•  ••  ‘y’  A  X 

...  x  -—  fx  —  I  j 


c  |?+3+I+2+3  •••  +  x  —  1  -ì 

X’-X  ^p+2-bI+2  +  3  ...  +  *-(*■-  i)  f 

J -^+34  ;  f-/>+4-x;  j  p+i 4- 1 4-2  +  3  ...  -Kv-bi 1)^ 

t  p+i+i  +2+3  •••  +  x  —  (x — 2)  S 


2 


xr-x 


S=:p+ 4+ ^t-p+ì-X', 


ecc. 
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^4*4fi* 1  fi2  fi  3  •••  4-  x  —  1 
/,+3fiIfi2fi3  •••  fi  x  —  {x — 1) 
Pfi~+1fi2fi3  •••  fi’*’1  fii—#—  (x  — 1) 

/>  4-24-14-24- 3  ...  4-  <?c  —  —2) 

ecc.  >/>+i  +  i+2  *3...*;v*2-(;v+i)-;c-(x-i) 
p-j-  14-14-2+3  ...  4-*4-i-a7-(a:-2) 
/fiifi 14-2+3  ...  +  x  —  (x—s) 
ecc. 

L’n  po’ di  rifiefiìone  farà  trovare  le  combinazioni  da  efcluderli 
per  le  Tornine  ulteriori  ;  ma  non  fi  dee  già  credere ,  che  tut¬ 
te  le  combinazioni  qui  notate  ,  e  le  altre  che  fi  pofiòn  tro¬ 
vare  abbian  luogo  per  ciafcu«a  delle  ferie  (B) ,  (C)  ecc.  che 
competono  alle  particolari  ipotefi  di  x.  La  ferie  di  maniere 
che  convenire  al  numero  indefinito  x  di  termini  che  fi  pren¬ 
dono  in  fomma  le  ammetterebbe  tutte  ,  ma  ove  a  a;  fi  dia¬ 
no  i  valori  di  1  ,  2 ,  3  ecc. ,  debbonfi  rigettare  dalle  notate 
tutte  quelle  combinazioni  che  fon  contrarie  all’  ipotefi  del 
valore  che  fi  è  dato  a  a;,  e  formeranfi  per  tal  modo  le  ve¬ 
re  ferie  di  fottrazione.  Mi  fpiego  piu  chiaramente  con  qual¬ 
che  efempio .  Sia  in  primo  luogo  xz=z  1  .  La  ferie  di  fottra¬ 
zione  ha  il  fuo  ingrefio  ,  quando  s  =p  4-  1  znt  ^  cioè  a  quel¬ 
la  fomma  che  nella  ferie  (A)  limitata  ape  fuor  delle  fora¬ 
me  fattibili.  Dunque  la  ferie  (B)  fino  ai  termine  il  cui  po¬ 
rto  è  p  contiene  i  veri  numeri  delle  maniere  per  far  tali 
forame  ofiìa  ciafcun  termine  della  ferie  (  A ).  Ma  fe  la  ferie 
(B)  fi  vuol  conlìderare  come  nata  dalla  ferie  (A)  fenza  li¬ 
mite  ,  anche  ai  termini  p  ~ j-  1  ,  -f-  2  ,  p  ~ (-3  ecc.  di  quell’ 
ultima  corrifponderanno  1  ,  1  ,  1  ecc.  nella  prima  ,  i  quali 
devon  efier  diftrutti  dalla  ferie  di  fottrazione  ,  onde  fi  veri- 
fichi  la  condizione  del  problema  ,  che  non  ammettendo  in 
(A)  termine  maggior  di  p ,  devon  efier  zero  le  maniere  on¬ 
de  formare  p  1 ,  p  2  ecc.  Il  perchè  è  chiaro,  che  la  fe¬ 
rie  di  fottrazione  cominciando  il  fuo  ingrefio  all’indice  p-\- 1 
de5  termini  in  (A)  debb’  efiere  1,  1,  1  ,  1  ecc.  ,  con  che 
lì  annullano  le  maniere  per  formare  p— J~  1 ,  p  -J-  2  ecc.  fino 
all’  infinito  .  Con  ciò  pare  che  non  concordino  le  maniere 
generali  notate  al  principio  di  quello  §.  e  coftituenti  la  fe¬ 
rie  generale  di  fottrazione,  fecondo  la  quale  i  primi  termi¬ 
ni  dovrebber  efiere  1  ,  2 ,  4 ,  7  ecc.  Deefi  però  avvertire 

che 
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che  alcune  delle  generali  combinazioni  ivi  notate  non  fai  va¬ 
no  la  condizione  che  nella  ferie  (A)  li  debba  prendere  un 
fol  termine,  e  quindi  non  vanno  computate.  Alla  fomrna 
p-\-~  1  appartiene  la  combinazione  ^4-14-14-24-3.  ...4-0 
il  che  vuol  dire  che  ai  termine  p- |- 1  non  va  unito  neffun 
termine  della  ferie  1,  2,  3...X —  1,  come  appunto  richie¬ 
de  F  ipoteli  di  x~i.  Perciò  alla  fomma  1 ‘fpetta  real¬ 
mente  nella  ferie  di  fottrazione  il  termine  1  .  Per  la  feguen- 
te  p  -h 2  abbiamo  in  genere  2  combinazioni  da  fottrarre; 
p  -f-  2  -f-  1  ~f~  2  -J-  3  . . . .  -j-  o  j  p  *-{—i  -j—  1  — —  o  .  La  prima  va 
d*  accordo  colf  ipoteli  per  la  ragion  fopraddetta  ,  ma  non 
già  la  feconda  ,  perchè  al  termine  p- j-  1  fi  congiunge  F  al¬ 
tro  termine  1  che  lì  prende  nella  ferie  1,  2,  3  . . .  x  ,  e  fi 
leva  zero  ,  cioè  non  levandofi  alcun  altro  termine,  fi  ven¬ 
gono  a  prendere  realmente  2  termini  della  ferie  (A),  il  che 
è  contrario  alF  ipotefi  di  x~-z  1  .  Ommefla  pertanto  quella 
2.a  combinazione,  anche  per  la  fomma  p- j- 2  avremo  il  ter¬ 
mine  nella  ferie  di  fottrazione  che  farà  i  .  Ufando  di  limile 
raziocinio  per  le  fonarne  p- j- 3  ,  p  -j-  4  ecc,  e  i  numeri  di 
combinazioni  corrifpondenti ,  lì  vedrà  che  quelli  faranno  tut¬ 
ti  1  ,  e  che  farà  la  ferie  di  fottrazione  1  ,  1  ,  1  3  1  ecc. 

8.  Pongali  x  =  z  3  e  non  incontrandoli  contrarietà  alcu¬ 
na  alF  ipotefi  pei  primi  2  termini  della  ferie  generale  di 
fottrazione  competenti  alle  forame  p  -j-  2  ,  p  -J-  3  ,  faranno 
effi  1  ,  2  .  La  fomma  però  p- j- 4  riceve  fenza  contraddizio¬ 
ne  le  3  prime  maniere  notate  nella  ferie  generale,  ma  ricu- 
fa  la  4/3  perchè  effa  verrebbe  ad  eflèr  formata  da 

1  2.  —  o  ,  cioè  da  3  termini  della  ferie  (A)  quando 

F  ipotefi  vuol  che  lian  2  .  Così  alla  feguente  fomma  p  -j~  5 
convengono  per  una  ragion  limile  le  3  prime  combinazioni 
e  la  5.*,  e  non  la  4/,  la  6.a  e  la  7.*  È  fe  li  continueran¬ 
no  i  termini  della  ferie  generale  di  fottrazione,  fi  vedrà  che 
quella  adattata  all"  ipoteii  di  xz=z  2  farà  del  tenore  feguen- 
te;  1  ,  2  ,  3  ,  4,  5  ,  6,  7  ecc. 

9.  Supporto  x  ~  3  ,  e  fidate  le  prime  3  fomme  che  flet¬ 

tano  ai  primi  3  termini  della  ferie  di  fottrazione,  e  fono 
/?-4-4,  p -j- 5  ,  + 6  ,  i  primi  3  termini  della  ferie  genera¬ 

le  fuddetta ,  cioè  1,  2,  4  fono  giurtiffimi  .  Non  così  il  4.0 
della  fomma  p  7  ?  nel  quale  non  va  computata  F  ultima 
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combinazione  —  (#—3),  offia 

p  -|-  1  -|-  1  -}-  2  ~|-  3  —  0  5  perche  4  farebbero  i  termini  di 
(A)  prefi  in  fomrna  ;  ma  folo  le  6  precedenti  .  Per  quella 
ipotefi  la  ferie  di  fottrazione  fi  troverà  edere  1,2,4,65 
9  ,  12,  16  ?  20  ecc.  Ove  poi  per  parecchi  altri  termini  fi 
continui  la  ferie  generale  di  fottrazione  ,  per  trar  da  quella 
le  particolari  ferie  che  riguardali  le  ipotefì  de5  valori  nume¬ 
rici  dati  a  x  fi  offerverà  valer  quella  regola  .  Cominciando 
dall’  ipotefì  di  #=2:2,  da’  numeri  generali  delle  maniere  fi 
efciuderanno  tutte  quelle  combinazioni,  nelle  quali  apparifce 
il  binomio  compofto  della  differenza  tra  x  e  il  valor  dell’ 
ipotefì  dato  a  .v,  oppure  della  differenza  tra  a;  e  un  valore 
maggiore  del  valore  dato  a  x  ,  ammettendo  tutte  le  altre . 
Così  pollo  x-=z  2  ,  delle  4  combinazioni  del  3.0  termine  nel¬ 
la  ferie  generale  delle  fottrazioni ,  va  rifiutata  l’ultima,  per¬ 
chè  in  ella  apparifce  il  binomio  x  —  2  ;  e  delle  7  combina¬ 
zioni  che  coffituifcono  il  4.*  termine  non  fi  dee  tener  con¬ 
to  della  4.*,  6,*  e  7/  perchè  contengono  i  binomj  x — 2, 
a; — 3.  Con  tali  avvertenze  ci  verrà  fatto  di  ftabilire  per  le 
particolari  ipotefì  di  x  le  feguenti 


Vrime  ferie  dì  fottrazione . 


X  rrz  1  ; 

I  5 

I  3 

I  5 

1  3 

I  5 

I  3 

I  3 

1 

ecc. . . 

-(G) 

Xz=z  2  ; 

I  5 

2  3 

3  3 

4  3 

d  3 

73 

8 

ecc. . . 

..(H) 

*  —  3  ; 

I  5 

23 

4  5 

6, 

93 

123 

16, 

20 

ecc. . . 

■■( I ) 

X  =  4  ; 

I  5 

2  5 

4  ? 

7  5 

Il  3 

16, 

*3  3 

3i 

ecc. . . 

■■(L) 

X=  5  ; 

I  5 

23 

4  3 

7  ? 

12  , 

18, 

27> 

38 

ecc. . 

..(M) 

ecc.  ecc. 


io.  In  quelle  ferie  fi  manifefla  una  proprietà  limile  a 
quella  delle  altre  (B),  (C),  (D)  ecc.  ($.  2.).  La  2/  (H) 
nafce  dalla  i.a  ( G )  replicata  nella  guifa  che  fi  è  polla  in 
pratica  colle  prime  ,  ma  cogl’  intervalli  d’  un  fol  termine, 
come  qui  fi  vede . 


!>  i)  1 9  i)  i3  i  3  i  ecc . (H) 

1  3  1  5  1  J  1  )  I)  I 
1  5  I  5  I  5  I,  I 
I  ,  I  ?  I  ,  I 
I  5  I  ,  I 

I5  I 

3  I 

La  fomma  delle  colonne  verticali  viene  appunto  a  formare  . 
la  ferie  i  ,  2,  3,  4,  5  ecc.,  cioè  la  2.*  (H).  Così  la  ferie 
(H)  replicata  coir  intervallo  di  2  termini  produce  la  2.* 
ferie  (/).  Eccone  la  figura, 

1  9  2  3  3  5  4?  5}  4  7?  8 

*  3  2  3  3  5  4j  5  3  ^  ecc. ... .  (  I  ) 

1  3  25  3>  4 
1  ,  2 

Ali  ifiefTo  moao  continuando  le  figure  della  ferie  (J)  repli¬ 
cata  coll’  intervallo  di  3  termini  fi  ottiene  la  ferie  (L). 

^3  2  3  4  3  ^3  93  I  2  3  I  d  ,  20 

1  3  2  3  4  3  <5  3  9  ecc.  (L) 

1  ,  2 

E  generalmente  per  avere  la  ferie  fpettante  alla  ipotefi  x  In¬ 
fognerà  nel  modo  fuddetto  far  la  replica  della  ferie  che  ri¬ 
guarda  1^  ipotefi  di  a? — -1  coll’  intervallo  di  at — 1  termini. 
Quindi  fi  deduce  a  un  colpo  d’  occhio  per  quefie  ferie  una 
legge  limile  a  quella  che  oflervammo  nelle  ferie  (B) ,  (C)  ecc. 
Per  efempio  nella  z.a  (H)  qualunque  termine  t  nafce  dal 
precedente  e  dal  termine  fovrappofto  a  t  nella  prima  fila  (G) 
uniti  in  fomma.  Così  ogni  termine  t  della  3/  (I)  è  r  ag¬ 
gregato  del  termine  difiante  di  due  dal  cercato  e  del  termi¬ 
ne  che  gli  fta  fopra  nella  fila  (H)  ;  e  ad  avere  qualunque 
termine  t  di  (L)  bifognerà  unire  il  termine  della  fiefìa  fila 
(L)  difiante  di  tre  termini  al  fovrappofio  in  (I)  .  Onde 
ufando  i  (imboli  fiefiì  del  §.  3.  generalmente  per  la  ferie  che 
compete  a  x  varrà  V  equazione  Zc'> 

+  ZCV-^,  ovvero  fofiituendo  x-i-i  in  vece  di  x  ; 

Zc'  >  "+1*  —  Zc'~* .  *+o  4.  Z<'  »  . . . .  (  b  ) . 

11.  Quando  x=i,  abbiam  veduto  ( $.  7),  che  coll"  u- 
nica  ferie  di  filtrazione  1  ,  1,  1  ,  1  ecc. ,  la  quale  ha  il  fuo 
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ingreffo  al  num.°  de’  termini  p-{-i  della  ferie  (B)  fi  fanno 
fvanire  tutte  le  maniere  di  formar  le  fomme  p+i,  />-J-2  ? 
p~\~%  ecc.  della  ferie  illimitata  (A)  ,  reflando  folo  le  altre 
fino  a  p.  Ora,  fatto  ^=2,  fi  potrà  egli  dire,  che  facendo 
entrar  la  ferie  di  filtrazione  (H)  al  termine 

— x  =p  della  ferie  (C)  prodotta  indefinitamente, 
quella  balli  ad  annullare  in  (  C  )  tutti  i  termini  ,  che  corri- 
fpondono  alle  fomme  ip  ,  ip-\-i  ,  2.p-\-z  ecc  ,  che  vanno 
efclufe  dalla  ferie  delle  fomme  nella  ferie  (A)  limitata  a  p , 
perchè  la  fomma  mafiìma  è  p-j-p —  1  =2 p — 1  ?  Veggiamo- 

10  .  Alla  fomma  2p  corrifponde  nella  ferie  (C)  t=ip  —  2 
(§.  4).  Dunque  elfendo  efio  pollo  pari,  farà  ,  per  P  indole 
della  ferie  1,  1,  2-,  2,  3,  3  ecc. ,  ivi  lituato  il  2.0  dei  va¬ 
lori  eguali  p — -i.  Per  la  legge  poi  dell’  ingrelTo  della  ferie 
di  fottrazione  ( H )  a  quel  termine  dell’  altra  (C)  che  è  nel 
pollo  p  (§.  7),  è  evidente,  che  farà  pure  p — 1  il  termine 
della  ferie  aritmetica  ( H )  che  è  analogo  all’altro  p—  1  del¬ 
la  ferie  (C).  Onde  la  combinazione  di  quelle  due  ferie  for¬ 
merà  la  feguente  figura; 

(C)....  1,1,  a,  2,  5,3,.»  P-*,  P 9  P,  P  +  i,  />  +  2  5  J?  +  *  ecc» 

(H)~.  --(p-1h-p>-(P+J),~(P*1')>  -0+3),  “(?+4),-(p+5)  ecc. 

....... . 1,  i,  »,  »,  3,  ecc. 

Qui  fi  vede  che  i  due  termini  p—i  , p  della  ferie  (C)  ven¬ 
gono  dillrutti  dagli  analoghi  della  ferie  (H)  ,  ma  non  così 
fuccede  ne’  futfeguenti  />,/>■+•  1  ,  p+i  ecc.  ,  de’ quali  mag¬ 
giori  riefcono  que’che  vi  corrifpondono  nella  ferie  (H) .  Egli 
è  dunque  necefifaria  una  3/  ferie  (C'),  i  cui  termini  combi¬ 
nati  con  quelli  delle  altre  due  vengano  a  dillruggerfi  fcam- 
bievolniente .  Quella  ferie  è  di  addizione  ;  comincia  ad  avere 

11  fuo  ingreflb  alla  fomma  2/?-)- 2  ,  olfia  quando  in  (C)  è 
il  num.°  de’  termini  t-ip  ;  e  un  leggiero  efame  la  fara  tro¬ 
var  la  llelTa  che  (C),  nè  vi  è  bi fogno  d’  altro  che  di  que¬ 
lle  3  ferie. 

12.  L’  ipotefi  di  x  =3  lomminifira  per  prima  ferie  ; 

1,  1,  2,  3,4,  5,  7...  (D)  e  Ptingrelfo  della  ferie  di  fot- 
trazione  (I)  è  al  num°.  de’ termini  t=p- j-2 — x=p—i. 
Ora,  poiché  fi  fuppone  che  fi  prendano  3  termini  in  fomma 
della  ferie  (A),  fi  vede  che  p  non  può  elfere  minore  di  3, 
e  che  6  è  la  minima  fomma ,  qualunque  fia  p .  Quindi  fe 


(Q 
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J>=3  ,  le  maniere  di  formar  le  fomme  7,839  eco.  devo¬ 
no  e  (Ter  zero  ,  e  la  ferie  (I)  comincia  ad  aver  luogo  quan¬ 
do  t=  2.  Onde  5  collocata  prima  di  tutte  la  ferie  delle  fum¬ 
ine ,  la  difpofìzione  delle  2  ferie  (D),  (I)  dev’  elfere  la  fe- 
guente  ; 

6,  7,  8,  g ,  io,  11,  12,  13,  14,  i?,  ig,  i7?  18  ecc- 


*3  I3  23  3l 

5,  7,  8,  io,  12,  14,  16,  19 

ecc. .. 

...  (D) 

“1 3~~2,  4? 

9 ,-I2  -1(5, -20, -25, -30,-56,-42 

ecc. .. 

...(/) 

L 

4,  6,  9,  12,  16,  20,  25,  30 

ecc. ... 

-r-f) 

3  3  ~  4?  ~~  5?  ~  7 

ecc.  ... 

..  (D) 

c  fuori  dei  i°.  termine  1  nella  ferie  ( D )  ,  dalle  ferie  fulfe- 
guenti  devono  rimaner  diflrutti  tutti  gli  altri  .  Le  2  prime 
ferie  (D),  (I)  fanno  ottenere  V  intento  fino  al  4.0  termi¬ 
ne  di  (D)  ;  ma  per  quello  e  pei  fulfeguenti  è  necelfaria  la 
fottopofìzione  di  una  3.*  ferie  politiva,  i  cui  3  primi  termi¬ 
ni  elfendo  i  medelìmi  che  i  3  primi  di  (I)  ,  mi  valgo  di 
quella  flelfa  per  3.*  ferie  ,  la  quale  però  non  mi  fa  fvanire 
gii  aggregati  de’  termini  analoghi  7-124-6;  8  —  164-9  ecc* 
Egli  è  dunque  duopo  impiegare  una  4/  ferie  negativa  ,  che 
ha  il  fuo  principio  al  7.0  termine  di  ( D )  che  li  troverà  ef- 
fere  la  replica  della  llelfa  prima  ferie  (  D  )  e  ballerà  unita 
alle  2  precedenti  per  fare  fvanire  tutti  i  termini  di  (D)  ,  de¬ 
tratto  il  primo  .  Facciali  rifleffione  all’  ingrelfo  di  quelle  fe¬ 
rie.  La  2.a  (I)  entra  dopo  un  termine  della  1.*  (D);la  3/ 
(J)  dopo  2  termini  della  2.*  e  la  4.*  ( D  )  dopo  3  termini 
della  3*;  ollìa  per  la  2%  3%  4%  quando  tz=zp — 1; 
t  =  ip  —  2;  t  ~  — 2.  Se  facciam  />  =  4,  1’  ultima  forn¬ 

irla  delle  fattibili  è  9  ,  che  deve  avere  una  fola  maniera  3 
ond’  eher  formata  ;  e  perciò  le  maniere  delle  altre  fomme 
io,  11,  12  ecc.  devono  annichilarli  per  mezzo  de’  termini 
delle  altre  3  ferie  .  In  tal  cafo  entra  la  1.*  ferie  (I)  di  fonazio¬ 
ne,  quando  f  — 3  ,  cioè  dopo  2  termini  della  1/  (D).  On¬ 
de,  difeorrendo  colla  feorta  dell’  antecedente  efempio,la  3.* 
ferie  avrà  il  fuo  ingrelfo  dopo  3  termini  della  2*  ;  la  4.*  do¬ 
po  4  della  3/;  e  con  ciò  fi  otterrano  le  ricercate  diftruzio- 
ni .  Ecco  la  figura  di  quell’  ipoteli  : 
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C  7,  3,  9,  io,  ii,  i2,  13,  14,  15,  16 ,  17,  18  ecc. 

THTVi;  4j  5?  75  8,' io,  12,  14,  16,  19“ ecc . (D) 

~l  5-2,  -  4, -  6, -  9,-1 2,-1 6,-20,-25,-305-36  ecc . (  J) 

1,  2,  4,  6,  9,  12,  16,  20  ecc . (J) 

~i3  -  i3  —  2,-3  ecc . (D) 

dove  pure  fi  verifica  ,  che  gl’  ingreffi  delle  ferie  (I)  ,  (1)  , 
(D)  corrifpondono  nella  prima  agP  indici  de’  termini 
t=p —  1  ;  t—ip —  2  ;  t  =  sp  —  2  ;  il  che  ha  luogo  ,  qua¬ 
lunque  fia  il  valore  che  diamo  a  p,  eflendo  x —  3  . 

13.  Si  è  veduto  ,  che  nell’  ipotelì  di  xz=i  colla  ferie 
( B )  va  combinata  P  unica  ferie  di  fottrazione  ,  che  è  la  def- 
fa  (B) ,  e  comincia  ad  aver  luogo,  quando  nella  i.a  ferie  fia 

t"p- f- 1  (§•  7)  ;  che  ,  podo  x  =  2,  la  ferie  (C)  ,  che  le 

compete,  deefi  unire  coll’  altra  di  fottrazione  (H),  la  qua¬ 
le  entra  al  termine  e  poi  colla  3/  di  addizione,  che 

è  la  (leda  (C)  e  principia,  quando  t^zip  (§.  11);  che  fat¬ 
to  a;  =^3,  la  ferie  (D)  dev’  edere  accompagnata  da  altre  3, 
la  prima  delle  quali  (I)  di  fottrazione  entra  al  termine 
t=p — -i;  la  2.*  di  addizione,  che  è  la  replica  di  (I)  en¬ 
tra  al  termine  t—zp  —  2  ;  finalmente  la  3/  di  nuova  fot- 
trazione  entrando  al  termine  t  ■=.  3/? — 2  non  è  altro  che  il 
ritorno  della  ferie  (D)  .  Raccoglierem  quindi  guidati  dall’ 
analogia  ,  che  nella  fuppolìzione  di  x  =  4  farà  me  die  ri  alla 
l*  ferie  (  E)  dare  per  compagne  altre  4  ferie  ;  la  i*  di  fot- 

trazione  (L)  che  avrà  il  fuo  ingreffo,  quando  in  (E)  fia 

*=/> — 2.  pofcia  una  2*  che  comincia  quando  tz=zip  —  4; 
indi  una  3/,  quando  tz=^p-^  ,  che  farà  la  replica  di  (L); 
da  ultimo,  ove  t  =  ^p-j  una  4.*  che  farà  il  ritorno  di  (E). 
Per  conofcere  i  termini  della  feconda  delle  aggiuntealla  pri¬ 
ma  (E)  ci  fervirem  della  piu  piccola  ipotefi  di  pc=z  4 ,  il  che 
fa  efler  io  la  fomma  unica  cui  fpetta  1  nella  ferie  delle  ma¬ 
niere,  dovendo  fvanir  tutte  le  altre  che  riguardano  le  forni¬ 
rne  fuffeguenti  11,  12,  13  ecc.  fenza  limite .  Ora ,  fcritta  di- 
fiefamente  la  ferie  (  E  )  ,  fott’  elfa  dopo  un  termine  fi  collo¬ 
chi  la  ferie  (L)  negativa;  dopo  2  termini  di  (L)  s’  inten- 
dan  podi  i  termini  della  ferie  (  0  )  pofitiva  che  cerchiamo  : 
così  dopo  3  termini  di  (0)  ritorni  (L)  negativa ,  e  dopo  4  di 
(L)  ritorni  (E)  pofitiva  .  Con  tale  difpofizione  delle  5  ferie 
dovendo  fvanire  tutte  le  colonne  verticali  ,  fi  troverà  edere 
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la  ferie  ( 0  )  1  ,  2,  5  ,  8  ecc.  come  nell"  aggiunto  fchema; 


_i5  -2. 


*3  *3  *, 


*3, 

*4, 

25, 

2  *3 

27 

ecc. 

39, 

47, 

H, 

^4, 

72 

ecc. ... 

(E) 

•102,- 

123,- 

I47,~ 

*174,- 

-204 

ecc. ... 

(L) 

91, 

1 1 2, 

140, 

1 6^8, 

204 

ecc. ... 

(0) 

-31, 

~*3, 

~^7, 

-83 

ecc. ... 

(E) 

3, 

5, 

9, 

1 1 

ecc. ... 

(E) 

•  j  r  r  •  r  r  V  ‘^UlUct  3  'JVC  OaH- 

giando  fuppofizione  li  faccia  ,6,  7  ecc.  e  fi  mettano 

una  fotto  1  altra  le  ferie  colf  ordine  de’  loro  ingrefii  ai  nu- 
meri  de’  termini  *=/>  —  2  ,  2/-  — 4,  3/>  —  5  ,  4/>— 5,  fic- 
come  fopra  è  fiato  notato. 

14.  Camminando  falle  traccie  fegnate  ne’ precedenti  §§.  ci 
verrà  fatto  di  fcoprire,  che  all’  ipotefi  di  A;==55per  la  qua¬ 
le  fi  efigon  6  ferie  colf  alternativa  del  pofitivo  e  del  nega¬ 
tivo  ,  la  3/  di  addizione  che  le  appartiene  è  i  ,  2  ,  5  , 
9  ,  16  ,  25  ,  39  ,  56  ecc.  e  che  ad  efia  è  eguale  la  4.*  di 
nuova  fottrazione  ,  ritornando  le  2  prime  nelle  altre  2  fuf- 
feguenti  .  E  f  efame  di  ciò  che  fi  è  trovato  fin’  ora  ci  fa¬ 
rà  conofcere  la  regola  generale  per  qualunque  ipotefi  di  p  e 
di  x .  Efibifco  per  comodo  dell’indagine  fecondo'  i  diverfi  va¬ 
lori  di  x  le  ritrovate 

'Prime  ferie  di  addizione 


X==  2  ; 

1, 

1, 

2, 

2, 

3, 

35 

43 

4  ecc" ....  (C) 

x=s  ; 

1, 

2, 

45 

<5, 

9, 

12, 

163 

20  ecc . (l) 

*=4; 

1, 

2. 

55 

3, 

145 

20, 

3°  3 

40,  ecc . (0) 

ecc*  ecc. 

2, 

55 

95 

16, 

253 

39, 

56  ecc . (P) 

e  veggo  che  la  2/  (I)  può  nafcere  dalla  1*  (C)  fottopofia 
e  replicata  fempre  cogl’  intervalli  d’  un  termine  dalla  ante¬ 
riore  ,  come  fi  vede  qui  apprefiò  ; 

I  ,  I  3  —  ,  2,  3  3  3  3  4  3  4  3 

I5  ij  2,  2,  3  3  3  3  4  ecc. 

1  ,  1  ?  2  ,  2  ,  3 ,  3  ecc. 

1  ,  1  ,  2  ,  2 ,  3  ecc. 

1  ,  1 3  2  3  2  ecc. 

1  3  1 3  2  ecc. 

1 3  2  ecc. 

1  ecc. 
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facendo  poi  la  fomma  delle  colonne  verticali.  Così  la  3.*  (0) 
rifulta  dalle  fomme  de’  termini  verticali  della  2."  (I)  replicata 
cogl5  intervalli  di  2  termini. La  4/  (P)  nafce  da  (0)  ripetuta 
cogl’  intervalli  di  3  termini  ;  e  però  fapremo  come  dee  nafcere 
la  5/,  6/  ecc.  che  corrifpondono  a  6  ,  =  7  ecc.  Tal  pro¬ 

prietà  poi  fi  rifolve  in  una  legge  che  ofTervano  quelle  ferie 
limile  a  quella,  che  hanno  le  ferie  (B),  (C),  (D)  ecc.  e  le 
prime  di  fottrazione  (G),  (H),  (I)  ecc.  I  termini  della  2* 
(J)  in  quello  $.  nafcono  dalla  unione  del  precedente  al  cer¬ 
cato  con  quello  che  al  cercato  è  fovrappoflo  nella  1.*  ferie 
(Q.  Per  avere  qualunque  termine  della  3.*  ( 0 )  conviene  u- 
nire  al  fovrappoflo  in  (I)  quel  che  in  (0)  è  dinante  a  fini- 
flra  di  due  termini  da  quel  che  il  vuole;  per  la  4/  (P)  al 
fuo  verticale  in  (0)  quel  che  in  (  P  )  è  dittante  di  3  termi¬ 
ni;  ecc.  Dunque  chiamato  t  il  potto  del  termine  per  quelle 
ferie  di  addizione,  e  ufando  i  lìmboli  del  Sig.  la  Place ,  farà 
Z(' ,  ^  *-}-  Zc'  »  ,  ovvero  Zc' , 

-j~Zc',*+,) ....  (c) . 

15.  Per  le  feconde  ferie  di  fottrazione  non  ci  verrà  me¬ 
no  la  regola  .  Prefentandole  conforme  i  valori  efaminati  di 
x,  ci  apparifcono  come  Panno  qui  efpotte  . 

Seconde  ferie  di  fottrazione 

1,  1,  2,  3,  4,  5,  7,  8  ecc . (D) 

Xr=4;  I,  2,  4,  7,  11,  16,  23,  31  ecc . (L) 

X=  5;  I,  2,  5,  9.  16,  25,  39,  56  ecc . (P), 

ecc.  ecc. 

e  la  2.4(L)  vien  prodotta  dalla  replica  continua  di  ( D )  colf 
intervallo  d’  un  termine;  la  3.*  (P)  dalla  ripetizione  di  (L) 
coll’  intervallo  di  2  termini  ecc  ;  la  qual  proprietà  identifi¬ 
cata  coll’  altra  che  efprimefi  coll’  equazione  fimbolica  farà 
valere  per  quefte  feconde  ferie  di  fottrazione  1’  ugualità; 

Zc' > M)  =  Z^M~3)  > H)  -f-  Zc'  >  *~x)  offia  Z(*‘  Z^'-* 

4-  Z('  ,  "+2L.  (d) .  Unifcanfi  prefentemente  le  4  equazioni  tro¬ 
vate  (a)  ,  (b)  ,  ( c )  ,  (d)  ;  e  farà  alfai  chiaro  dall’  ordine 
che  effe  offervan  ne’  termini, che,  chiamato  À  il  num.°  del¬ 
le  ferie  di  vicendevoli  filtrazioni  e  addizioni  che  fi  combi¬ 
nano  colle  prime  comprefe  dall5  equazione  (  a  )  per  cottitui- 


re  il 
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re  il  num.®  di  maniere  onde  formare  una  delle  fattibili  fona¬ 
rne  5  fi  avrà  r  equazione  generalitfìma  ; 

Zc'  >"+*) —  ,"+K)  -J~ZCr»  . (&),  la  quale  abbrac¬ 

cia  tutte  quelle  ferie  fenza  efcludere  le  ftelTe  ferie  prime  di 
(a),  traendoiì  1*  equazione  (a)  dall’  ipotefi  di  A  =  o  »  Gl’ 
ingreffi  poi  di  quelle  ferie  riferiti  al  pollo  del  termine  nella 
1.*  ferie  di  (a)  vengono  determinati  dall’  equazione  genera- 
A*  -4-  À(l  -f  2p  2X)-+-2 

le  t  = - - ,  alla  quale  (  §.  4.)  corrifpon- 

2 

de  la  formola  delle  fomme  corrifpondenti  ; 

A*  4"  A(  1  4 ~  2P  —  2x)  -f-  x2  -f-  x 

- .  Fatto  v.  g.  A: 


1 3  la  1/ 


ferie  di  fottrazione  entra  al  termine  della  i.*  ferie  delle  ma¬ 


niere  =  2  *-}- p  —  x  oflìa  alla  fomma  s  = 


2  4-  2p  —  x  -b  x1 


;  fat¬ 


to  A  =2,  la  2.*  ferie  di  addizione  ha  il  fuo  ingrelfo,  quan¬ 
do  nella  prima  di  (a)  lia  t  =  4  -(-  ip  —  ix  ,  o  quando  diven- 

6  4-  4/?  —  3 x  4-  xx 


ta  la  fomma  s 


e  così  li  dica  delle  ri¬ 


manenti  (ino  alla  ferie  x.et,m* .  Onde,  febbene  fi  fa  ufo  dello 
{leflo  (imbolo  t  ,  i  valori  di  t  nelle  equazioni  (b) ,  (r)  ,  ( d ) 
variano  dal  i.°  t  coiicchè  chiamato  ts  V  indice  de’  termini 
nella  ferie  del  valor  generico  A,  farà 

t*  =  t - - L__£ - _ G 

2 

16.  Rimane  ora  che  s’  integri  P  equazione  (k)  perchè 
fi  polfa  elibire  il  termine  generale  di  tutte  le  mentovate  fe¬ 
rie.  Facendo  pertanto  che  *  rapprefenti  una  funzione  di 

t 

x ,  e  P  efpreflione  indichi  il  prodotto  di  tutti  i  va¬ 

lori  della  funzione  che  competono  alle  fuccelfivc  ipotefi 

di  x  =  1 ,  2,  3....,  a:,  cioè  fia 
?r.a 


ce ,  .  .  a  .  a  ,  .  a  ,  .-..or  .  5  dal  che  nafce 

i-f\  2-fX  }+*  4-f*  *+*  3 


T.a 


=  «  ,  .  et  ,  a  ,  5  e  quindi 

— i-f-A  *+*  *+A  J-4-K  5  I 


>+* 


l-fx 


4* 
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è  la  podeftà  t.etlma  di  una  coftante  b.  Sarà  dunque 

£( t-*  t*+x)=:bt-Hir.a  ;  e  Zc' ,  ==  i  e  introdu- 

cendo  quefti  valori  in  (  &  )  ,  rifultera  1*  equazione 

^?r.a +x  =  x  +  5  ovvero  (dopo  la  divifione 

per  b*  ,  la  foftituzione  di  .7r.«w+x_i  in  vece  di  7r.aw+x 

la  nuova  divifione  per  7r.«^+x_x)  1*  equazione 


*+x  *+x 


+  1  >  ci°è  «„+A  =  JZTf7*  ’  e  Però 


ST.tf 


— .  Ora  poten- 


doli  rapprefentare  il  denominatore  di  quefta  frazione  colla 
forinola  generica  i  -\-cb~l  eb~z  -\-fb~3  ecc.  nella  quale  c 
è  T  aggregato  delle  radici  contenute  dai  binomj  i — b~l  ; 
i — ìr*  ecc . ,  i — b~*  ,  e  prefe  negativamente;  e  V  ag¬ 

gregato  di  tutti  gli  ambi  delle  medefime  radici  ;  f  quello  de* 
terni  prefi  negativamente,  ecc.  ,  farà  pure 

7r.a  = . . . . . . (y)  ;  onde  coll*  at- 

*+*  J  q_  1  q_  2  -Jrfb~3  ecc. 

tual  divifione  ridotta  quefta  frazione  in  ferie,  potrà 

aftumere  un  valore  della  feguente  forma; 

sr.« w +x  =  i  -f.  Nb~*  +  N'br*  +  Wlr*  ecc . (*). 

Nelle  2  diverfe  efprefiioni  di  7r.aw+x  fi  pafti  ai  logaritmi  ,  e 

avrem  per  (  z  )  ;  li r.«  =  /(i  4-  4-  4*  JSFl,lr~ì  ecc.  ) , 

e  per  (/};  //r.« 


#+\ 


l(i  +  cb~' +  d>~' +  fb~>  ecc.)  -  Col 

prendere  poi  i  differenziali  facendo  variar  &  troveremo 

6*D',ra„+x  N‘+  N"b~'  +  +  Nmb~}  ecc.  .. 

rifpetto  a 


d.bn.t 


i  4-  Ni»-1  4-  Nb~2  4-  Nl!b~}  ecc. 


\ 
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“*+K  —c—  teb~'  —  ecc. 

(z)  ;  f  r%«°  * 


i  4-  cb~l  4-  eb~z  +fb~*  ecc. 


(/  ) .  Si  butti  in  ferie  quei?  ultima  frazione ,  e  nafce  ; 

b‘D.7T<X, 

~  — —  c-f  (c2  —  ics  —  c3  —  3/)£~*  ecc. 


dbnoc 


ficchè  ricordandoci  di  ciò  che  abbiamo  detto  al  $.  40.  del¬ 
la  noftra  Memoria  che  precede  queft'  Appendice ,  vedremo 
che  chiamate  r  tutte  le  radici  della  noftra  formola  ;  r1  la 
fomma  de’  loro  quadrati  ;  r"  quella  de’  loro  cubi ,  ecc. ,  avran 
luogo  quefte  equazioni;  r  =  —  c;  r1  =,  —  cr — ie; 
r"  =  —  cr'  —  er — 3/;  ecc.,  cioè  r=s  —  c;  r'  =  c2 —  ze  ; 
r"  =  2ce  —  c 3 —  3/ ;  ecc.  Laonde  inferiremo  effiere 
brD.7TCt 

x+\ 


db^ot 


■  =  r  -j-  r'b~x  r"b~z  r,//£~3  -f-  r,lflb~*  ecc. 


_ N1 4-  Nb^1 4-  N’"b-'z  4 -Nlub~3  ecc. 


,  e  i  valori  di  N' ,  N 7 


1  •+•  Nb~l  4-  N  b~~*  4-  N'"b~ 3  ecc. 

N7"  ecc.  ft  renderan  noti  colla  rifoluzione  delle  feguenti  ne- 
ceftarie  equazioni,  N'=:r ;  2N"  =  N'r +  r'  ; 
3W/'==N'V4-ATr'4-r'';  4N""=N,nr  +  N'r'  4-NV'4-r"'ecc.,  che 


procedono  con  legge  chiara  ;  ove  prima  fi  trovi  il  modo  di 
efìbire  i  valori  di  r,  r',  r"  ecc. 

17.  Ciò  fi  ottiene  fenza  difficoltà  coll'  inveftigare  prima 
per  ciafcun  de’binomj,  1—  £-*,  i—£-2...,  i—b~"  la  fom¬ 
ma  delle  radici  ,  quella  de'  lor  quadrati  ,  cubi  ecc.  ,.  e  far 
poi  la  fomma  delle  fomme .  Rivolgeremci  pertanto  al  teore¬ 
ma  analitico  del  §.  40,  il  quale,  ftabilito  che  fia  ;  1  Ab~x 
*4“  -f~  Cb~ 3 . . . .  -]-  yb~H  =  ©....(/)  ,  e  fatto  R  la  fom¬ 

ma  delle  radici  di  quefia  ugualità  ,  R!  la  fomma  de*  loro 
quadrati,  R'  quella  de*  cubi,  ecc.  fino  a  Rk~x  che  rappre- 
fenta  la  fomma  delle  podeftà  k.tiime  delle  ftefle  radici,  ci  fom- 
miniftra  V  equazione 


Rk~x  = —  Ark~z — Brk ~3 — Crk~* - —  7eX,  in  cui  X  li¬ 

gnifica  il  coefficiente  che  in  (/)  è  ai  num.°  de2  termini 
^-J-i  .  Si  prenda  ora  in  mano  il  i.°  binomio  1  — £~£  che 

M  m  m  m  ij 
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confrontato  coll’  equazione  (/)  dà  — i.  Dun¬ 

que  in  (/)  fatto  fucceflivamente  k=z  i,  2,  3,4  ecc.  fi  tro¬ 
verà  R=  1,  R'=  1  ,  R"=i,  R"  =  1  ecc.  Pel  2.°  bino¬ 
mio  poi  1 — £~2  bifogna  fare  in  (/)  A  =20  ;  e  la 

foilituzione  in  (/)  di  1,2,  3  ecc.  in  vece  di  k  farà  che 
fia  Rrro;  R'=2;  R"=r:o;  R'"  =  2  ;  R""  =  0  ,  R'""t=:  2  ecc. 
Così  al  3.0  binomio  i- — £~3 ,  pel  quale  #=3,  Ar=.o  , 

13  =  o  ,  compete  R  =3  o  ;  R'  =  0  ;  R"  =  3  ;  R'/y/  ~  o  ,  R'//y/  =  0, 
Rw/"=3  ecc.  ecc.  E  diremo  generalmente  che  refpettivamen- 
te  all’  ultimo  binomio  1  — b~"  che  può  eifere  rifguardato 
come  il  termine  generale  di  tutti  i  precedenti ,  farà  RKz=x-, 
R2"=zx;  R3*z==:x  ecc.  ,  ma  R=  o  ;  R'  =  o ;  R"  =  o  ecc. 
fino  a  R*-1  =  o,  annullandoli  eziandio  le  fomme  intermedie 
tra  R*  e  R1*,  tra  R1*  e  R3*  ecc.  Per  prefentar  tutto  fotto 
un  fol  punto  di  villa  fi  fchierino  orizzontalmente  i  fimboli 
di  quelle  fomme ,  e  ad  elfi  fi  fottopongano  i  valori  trovati 
mettendo  rincontro  a  quelli  i  corrifpondenti  binomj  ,  come 
qui  fi  vede  ; 

R,  R',  R",  R";,  R"" ,  R";//5  R"w"  ecc. 


1  ecc. 
o  ecc. 
o  ecc. 
o  ecc. 
o  ecc. 
o  ecc. 
7  ecc. 


\ 


ecc. 

e  per  la  chiara  legge  che  olTervano  quelle  file  orizzontali 
potendoli  ingrandire  le  colonne  verticali  quanto  fi  vuole, 
faranno  in  pronto  anche  le  fomme  delle  fomme  cioè  i  va¬ 
lori  di  r  ,  r'  5  r" ,  r"'  ecc.  che  appartengono  alle  diverfe  ipo- 
teli  di  x.  Sia  per  efempio  x ■ — :  3  3  ed  è  evidente,  che  fi  dee 
tener  conto  fol  delle  3  prime  file  ,  onde  fatte  le  fomme  de’ 
numeri  verticali  fi  avrà  r=  1  ,  r'  =3,  r  r/  :=  4 ,  r’n  =  3, 
r!"‘z=zi  5  6,  r'/,///=i  ecc.,  ma  fe  5  ,  prefe  verti¬ 

calmente  le  fomme  nelle  5  file,  rifulta  r  r=  1  ,  rf=3  , 
r"  =  4 ,  rf//=7,  r""=6 ,  rmz=z6  ecc.  Sarà  quindi  noto  il 
metodo  che  fi  deve  tenere  per  gli  altri  cali. 


R  ?  C°.R  R  ,E.N  T  '•  <*4f 

1 8.  Non  eflendoci  piu  ignoti  i  valori  de*  coefficienti  2\T, 

N"  ecc." nell*  equazione  =:  i  N  b~' 

4 -Nnb-'  ecc.  ,...(z)  ,  per  avere  il  termine  generale  dell* 
altra  ( /c  )  moltiplicheremo  (z)  per  b' ;  e  proviene  b*7roc 

ollìa  Z^  *  rr:  b(  -j—  N b*~x  ~-f-  N'b(~*  ~j-  N'"bt~’3  ecc. ,  dove  ,  per¬ 
one  t  c  dato  per  le  fomme  s  e  pel  nuin.°  de7  termini  x ,  fa¬ 
ranno  b  ,  b  ,  b  ecc.  funzioni  di  j  e  di  x>  Cominciamo 
dal  cafo  delle  prime  ferie  (B),  (  C  ) ,  (D)  ecc.  (0.  2.),  per 
le  quali  debb’ edere  A  =  o  ($.15.).  Efpreffa  dunque  la  fun¬ 
zione  b*  col  lìmbolo  /(°,  rifulterà  Z^  z=zf(t)>-\-Nf(t-i) 
+  N'f (t  ■—  2)  ecc.,  Ora  fupponendo  x—i^  diventa 

*-*  »ìk  =  = 1  +  ^“X + +  b~3  ecc-  3  e 

Z^  z=z  Z^  > i;  =  -j- ecc.,  ovvero  7.(f  »  l)—f  (t) 

+•/( f  —  O  +/(  t  —  2)  ecc. ,  il  che  fa  edere  N'=  1 ,  N"  =  1  , 
N''z=i  ecc. ,  onde  ancora  fi  trae  7,0- » ,  o  — /^—  i) 

+/(*“  2)4 ecc. ,  e  in  confeguenza 

—  Z^-1  =zf(  t) .  Se  f  è  negativo,  o  zero,  ficcome 
a  termine  nullo  o  negativo  non  può  corrifpondere  alcuna 
delle  fomme  fattibili,  che  nella  ipotefi  di  xz=i  fono  i  nu- 
meri  1,2,3  ecc-  della  ferie  (A),  così  farà  Z^>1)=.  o; 
Z(,-x  1  I}  =3  o  .  E  quindi /(/)  =  o  .  Se  f  è  podtivo  ma  in  mo¬ 
do  che  fia  1  ,  avremo  Z('>  *^=  1  ,  Z('~* >  1  come  ri¬ 

levali  dalla  ferie  (B).  Onde  anche  con  tali  ipoted  farà  fem- 
pre/(0  =  o.  Ma  podo  t=i9  abbiamo 
Z(I  >  0  —  Z(0  ? 1}  r=if>l)9  e  ficcome  Z(*  »  =2  1  ;  Zc°  >  x)  =  o  ,  farà 
/(  1  J  ~  1  .  Quello  è  pertanto  P  unico  cafo  ,  in  cui  f(t)  fia 
1  ,  in  tutti  gli  altri  qualunque  funzione  di  t  è  zero  .  Prefa 
dunque  la  funzione  generale  di  t  ,  ciò b  f(t —  #) ,  efprimerà 
eda  il  valore  1  quando  fia  f  —  «=i  ,  che  dà  — 1  . 
Ma  nell’equazione  Zc' »  s= /(f)  4- Nf(t  —  1)  -j- Nf(t  —  2)  ecc. , 
quel  numero  che  fotto  la  funzione  fi  fottrae  da  t  è  fempre 
T  apice  delP  N  che  gli  corrifponde .  Dunque  fvanendo  tutte 
le  altre  funzioni,  rederà  finalmente  Z<' > ">  =  N'-* ,  che  è  il 
termine  generale  delle  ferie  ( B ),  (C)  ecc. 

19.  Sopra  quedo  metodo  ,  di  cui  fi  ferve  il  vSig.  Paoli 
nella  fua  Memoria  citata  ,  faremo  tra  poco  alcune  nodre  ri- 

M  m  m  m  iij 
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Soffioni,  ma  trattanto  pafferemo  alla  determinazione  del  {im¬ 
bolo  generale  Z(’>"+K)0  per  cui  pure  li  ha  V  equazione 
*  t»+K) —  b*  ecc. ,  o  anche 

ecc.  Si  ponga 

(V^i;e  per  la  ragione  che  diventa  allora 


7T.fi2 


- b 


-  m-j-  \rv  -f-  b~ *  -f-  b~3  ecc.  ,  faranno  Np 


N\  N"'  ecc.  eguali  all’  unità  pofitiva;  e  quindi 

Z(f  >  l+h)  =/(  f  )  +/(*  —  0  +/(*  —  2)  +/(*  -  3)  ecc.  ; 

£(*-*,* 3)  ecc.  dalle  quali 

equazioni  traendoli  — -Z^"1  >I+;^  ===/*(  t  )  ,  ci  refta  da 

determinare  quella  funzione  /(/)  .  Ora  io  odervo ,  che  fe 
^  — ■  r  3  fi  fa  Zc#  >  ,fx)  =  Zc#  > 2),  che  fpetta  alla  2/  ferie  (H) 
delle  i.e  ferie  di  Attrazione ,  la  quale  è  precifamente  la  forn¬ 
irla  della  i.a  ferie  ( B )  nelle  ferie  generali  delle  maniere.  Se 
Àr=2;  Zc'»  I+^}  =  ZC'>  3)  appartiene  alla  2.*  ferie  (I)  delle 
*.e  di  addizione  ,  che  è  pur  la  fonima  della  2 .*  (C)  delle 
Addette  prime  ferie.  Così,  fe  A  =3,  onde  nafee 

Zc^4),  cui  corrifponde  la  2.*  ferie  (L)  nelle  fe¬ 
conde  ferie  di  Attrazione  ,  li  vedrà  che  quella  è  la  fomma 
della  3.*  ferie  ( D )  ecc.  Dunque  generalmente,  nelle  ferie  o 
di  addizione  o  di  Attrazione  ,  che  competono  al  num.  A , 
quella  che  ha  per  termine  generale  Zc'>*+^  farà  la  fomma 
della  ferie  che  nelle  ferie  generali  delle  maniere  è  al  nume¬ 
ro  A;  e  però  ZCf>I+x} — ►ZC'"1*I+X)  è  V  efpreffione  del  termi¬ 
ne  generale  della  llelTa  ferie,  che  vien  denominata  dal  num.® 
A.  Ma  (§.  18.)  elfo  fi  è  trovato  =  N‘~l .  Dunque  denotan¬ 
do  con  xn  il  Addetto  N,  per  indicare  a  qual  ferie  appartie¬ 
ne,  avremo  —  Z^~x  >I+^)  =  x»At  =/(  O  >  e  però 

'===-f(t  —  1)  ;  =/(f—  2)  ecc.  Quindi  colle  foflituzio- 

ni  farà  Z ^ =.  Kn*~x  4*  Knt~xNl  4- xn*~lN"-\ ...  -f •N>~4  3 
E  quella  formola  abbraccia  tutti  i  termini  generali  che  com¬ 
petono  a  tutte  le  ferie  neceffiarie  per  la  completa  foluzio- 
21  e  del  noflro  problema . 

20.  Vogliali  per  efempio  il  5.0  termine  della  2/  ferie  (L) 
delle  feconde  ferie  di  Attrazione,  quando  fi  prendono  4  nu¬ 
meri  nella  ferie  aritmetica  1,  2,  3,  4  ,  5  —  P  «Sarà  x-\*7\zz  4, 
c ,  perchè  À  =r~  3 .  a;  1  ;  in  oltre  5  ,  e  quindi 
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£( /  ^  4;  ^  4,  4-  3n'N"  4-  3n'N',l+N"" .  Ma  perchè  x  =  1 , 

diventa  N'=  1 ,  N"=  1 5  N"z=z  1 ,  2^'"  =3  1  .  Dunque 

t  4-  W"  4-  -f 3#'  4-  1  •  Si  ftabilifcano  le  3  ferie 

delle  padella  delle  radici  lino  al  4.0  termine  nel  modo  fc- 
guente . 

R.  R'9  R!\  ff" 


o  ,  O  , 


w  5 


1 

2 
o 


c  fommando  le  colonne  verticali  farà  r  =  1,  r'=39  rf/: 
rw=3.  Ma  pel  0.  16.  cangiati  gli  N  in  3#  ,  abbiamo 


4 


3#'  =  r ,  V= 


3n'r  4-  r' 


3«  ' 


3n  r  4-  3rìr  4-  r 


«// 


3 n"'r  4-  3#V  4-  3#  V'  4-  r"’ 


mediante  la  foftituzione  de' 


valori  delle  r  e  la  rifoluzione  delle  equazioni  lineari  che  ne 
derivano,  li  ottiene  3rì ^=.  i,  3»'/=2,  W'  =  3,  3#''"==4,  e 
però  il  5.0  termine  di  (L)  =  4  4-  3  4*  2  +  1  4-  1  >  ci°e 
Z('>4>=n. 

21.  Si  cerchi  il  5.0  termine  della  3.“  ferie  (P)  delle  fe¬ 
conde  di  fottrazione.  Tal  domanda  fa  fubito  edere  À  =  3, 
xz=2  ,  Dunque,  poiché  i  valori  di  V ,  3«"  ecc.  fon 

quei  medefimi  che  abbiam  trovato  nell’  efempio  fuperiore , 
foftituendo  avremo  Z(3  3^'  4*  2N  4-  N1'  4-  N1" .  Deb- 

bonli  prefentemente  trovare  i  valori  di  N7,  N'1  ecc.  che  con¬ 
vengono  all*  ipoteli  di  x  =  i  ;  al  qual  line  li  faccia  la  foli- 
ta  figura  numerica  di  due  fole  file ,  come  fegue 

il,  il',  il"3  il"' 


1  3  1  5  1  3  1 

O  ,  2  ,  °  ,  2 

dalla  quale  li  ricava  r  ~  1 ,  r'  =  3  ,  r'7  =  1  ,  r  3  .  Quelli 
valori  foftituiti  nei  generali  di  N  del  §•  16.,  fomminiftrano 
N'  =  I,  N"  =  2,  tf'=2,  N"":=  3  ,  onde 

Z(5  > y;>  =  4  4*  3  4-  4  +  2  4-  3  ==  1  ^  *  .  . 

22.  Efaminiamo  prefentemente  fe  i  termini  generali  del¬ 
le  propofte  ferie  eiìbiti  da  quello  ingegnofo  metodo  abbiano 
realmente  quelle  qualità  che  competono  al  termine  generai 
d’  una  ferie  .  E'  noto  a  tutti  i  Geometri  ,  che  il  termine 
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generale  d’  una  ferie  non  deve  avere  alcuna  dipendenza,  nè 
da  termini  antecedenti  nella  medeiima  ferie  ,  nè  molto  me¬ 
no  da  altre  ferie  che  ,  al  cafo  di  ricorrenti  doppie  ,  prece- 
dan  la  data .  Per  meglio  fpiegarmi  ,  fe  la  ferie  variando  in 
doppio  fenfo  fia  tale  ,  che  le  appartengano  due  variabili 
x  ,  la  prima  delle  quali  rapprefenti  il  numero  de’  termini  , 
x  il  numero  delle  file,  il  fuo  genuino  termine  generale  farà 
una  funzione  di  t ,  x  tale  che  dati  que’ valori  che  fi  voglio¬ 
no  a  quelle  indeterminate,  e  introdotti  nella  funzione ,  fom- 
minillri  ella  il  termine  ifolato  che  fi  ricerca  fenza  fcorrimen- 
to  nè  per  altri  termini  nè  per  altre  file.  Abbianiì  per  cfem- 
pio  le  ferie  qui  efpofte, 


1 3 

2  3 

3  3 

43 

5- 

I 

2  , 

3  3 

43 

5 

ecc. 

2 

3  3 

5  3 

73 

9  3 

1 1 

ecc. 

3 

8, 

12  , 

16, 

20  , 

24 

ecc. 

4 

20  3 

28  , 

363 

44s 

52 

ecc. 

5 

48  , 

64, 

80  , 

96, 

112 

ecc. 

ecc. 


.V 

che  hanno  la  proprietà  comprefa  dalla  feguente  equazione 
Z<'  » w)  =  Z<'  »  *-*>  -f  Z<'+"  >  *-'> .  Sarà  facile  il  vedere  ,  che  la 
formola  2*“*  (it  4-  x—  1)  efprime  il  termine  generale  di  que¬ 
lle  ferie .  Ora  faper  fi  brami  di  qual  valore  Tia  il  4.0  termi¬ 
ne  della  5.*  fila.  Dunque  debb’  edere  t-=i  4,  e  mef- 

fi  quelli  valori  nel  fuddetto  termine  generale,  avremo 
Z(4  ,  23(8  -f-  4)  =8.12  ■=96;  il  che  (ì  ottiene  fenza  la 

necelfità  di  conofcere  prima  i  precedenti  termini  So,  64, 
48,  o  qualunque  altro  numero  delle  file  anteriori. 

23.  Ma  quello  vantaggio  non  fi  ha  colf  applicazione  del 
metodo  di  cui  abbiadi  fatto  ufo  in  quella  Appendice  al  cafo 
del  noflro  problema;  la  qual  cofa  apparifce  chiaramente  dall* 
ideilo  termine  generale  Zc' > M)  =  N*~l  fpettante  alle  prime 
ferie  (  B  ) ,  (  C  ) ,  (  D  )  ecc.  del  $.  2.  S’  io  voglio  v.  g.  l’S.° 
termine  della  3."  fila  ( D ),  per  cui  vale  1’  equazione 
Zc®  » 3)  =  N"!"' ,  elle  mi  preferive  la  regola  di  fare  ?  Io  deb¬ 
bo  prima  di  tutto  formar  la  figura  feguente  di  3  colonne. 


1,1, 


I  ? 

o 


R  I  C 
I5  I 
3  2 


O  R  R  E  N  T 
I  ,  li  I,  I  ,  I 
0,2 
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O  3  2,  O  ,  2  , 


o,  o,  3 


,  o,  o,  3,  o3  o 


fommare  i  numeri  verticali  per  avere  le  determinazioni  che 
noto;  r=  i,  rf  =  3  ,  r"  =  4,  r""= 


1  ,  r 


«/////// 


3;  fegnare  le  7  equazioni,  N'  =  r 


6, 

2N'# 


—  fr/V ^j,  rf  ecc.  lino  all*  ultima  7 N111'"' =  N,l,l,ir  ecc.  ;  intro¬ 
durre  in  quelle  i  valori  trovati  di  r,  r'  ecc.,  finalmente  efe- 
guire  la  rifoluzione  delle  medelime,  dalla  quale  ricavali 

n  -rn/i  •K-Tlif/J  -x  "riniti 


N=  I,  N"  =  2,  ^"  =  3,  ^=4,  Nw/=53  N» 

N"'""=z$.  Si  faccia  qui  la  riflelfione  ,  che  quell’  ultimo  va¬ 
lore  di  N""1"1  io  non  lo  pollo  avere  le  prima  non  trovo  quel¬ 
li  di  N1  ,  N"  ecc.  Ma  elfi  fono  appunto  i  termini  nella  fe¬ 
rie  (D)  precedenti  all’  ottavo.  Dunque  per  poter  efibire  un 
termine  io  fon  coftretto  dal  metodo  a  formare  a  un  per  uno 
que’  che  gli  vanno  avanti  ,  coficchè  fe  mi  piacerà  di  faper 
cofa  Ila  il  xoo.w0  termine  ,  la  dipendenza  che  elfo  ha  dagli 
altri  99  mi  obbliga  a  trovarli  tutti. 

24.  Crefce  poi  notabilmente  quella  dipendenza  ,  fe  cerco 
qualcun  de’ termini  delle  ferie  di  addizione  o  di  fottrazione. 
Nel  termine  generale  di  quelle  ferie  ($.  18.)  pongo  per  efern- 
pio  J  =  8,  arri:  2  ,  A  =;  3  ,  onde  nafce  Z(8  »  =  W'7,//  4 

V'" N"  +  V"N  '  -)-  V'NW  ~j~ W"'  4-  ìn'Nm  +  Nnu,‘  .  Per 
ragione  dell’  efprelfione  Zc8  s  s)  egli  è  come  s’  io  volelfi  in 
una  ferie  il  termine  f  =  8,  elfendo  1’  altra  variabile 
e  per  ragione  che  è  À=3,  tal  ferie  è  (P)  cioè  quella  fe¬ 
rie  delle  feconde  filtrazioni  che  corrifponde  a  Ho 

fcelto  1’  8.°  termine  quando  A  =  3  perchè  lo  fchema  delL’ 
efempio  fuperiore  mi  determini  a  un  tratto  i  valori  di  3ft' , 
?n"  ecc,  che  fono  1 ,  ?ri' 2,  3n111  =■  3,  3yì!‘"z=. 4, 


intuii. _  „  3 -vi unti- _ «  3 filimi 


■n 


5 


7,  3»w""  =  8:  Dunque  Zc8  » y)  =  8  +  7N' 


«j-  5N?/4-4N,,,4-  3N,/,/4-2N///4-N,///'/4-N,',/'//;  e  riman  1’  in¬ 
dagine  de’  valori  degli  N  che  riguardali  1’  ipotelì  di  Xz=i  2 . 

Formili  pertanto  la  figura  che  fegue  di  due  file  fino  ali’  ot¬ 

tavo  termine  ;  i,i,i,i,i,i,i,i  ed  efeguendo  le 

o,  2,  o,  2,  o,  2,  o,  2 

confuete  fomme ,  nafce  r  =  1  ,  r'  =  3  ,  r7  =  1 ,  r'/;  =  3  , 


r  =  3 


rimi~  3  .  Surrogati  pofcia  quelli 
valori  nelle  equazioni  generiche  degli  N  e  compiuto  il  cal- 
Tomo  III  Nnnn 


6^0  Delle  serie 

colo ,  avremo  N'  =  i ,  Nw  =  2  ,  N'"z=:  2  ,  N,iUz=:  3  5  NIJ;lz=  3  3 
iV"w/=45  Sarà  quindi  Z<8 ,  ^  =  8.1  4-  7.1  +  5.2 

-4-4.2  fi- 3.3 -j- 2.3  4- 1.4. 1.4.  =  56,  com’  è  appunto  il  termine 
S.°  di  (  P  ) .  Ora  ©(Ferveremo  ,  che  i  valori  degli  ,  ove  fi 
aggiunga  per  i.°  termine  l’unità,  coflituifcon  la  ferie  ,i3i  5 
2,  3,  4,  5,  7,8,  cioè  fan  rifultare  gli  otto  primi  termi¬ 
ni  di  ( D  )  che  è  la  3/  delle  ferie  generali  delle  maniere;  e 
quei  degli  N  coll’unità  aggiunta  producono  gli  8  primi  ter¬ 
mini  i,  i,  2,  2,  3,  3,  4,  4  di  (  C  )  ,  che  è  la  2/  delle 
ilefle  ferie  generali .  Sicché  è  manifefta  la  neceffità  di  trova¬ 
re  fucceffivamente  8  termini  non  d’ una  ma  di  due  ferie  an¬ 
teriori  per  aver  P  ottavo  di  (P).  La  qual  cofa  verificandoli 
per  qualunque  altro  efempio,  io  dubito  che  le  proprietà  ca- 
ratteriftiche  del  termine  generale  poftano  convenire  a  quei 
termini  generali  che  fi  trovano  col  prefente  metodo  applica¬ 
to  al  problema  che  ci  fiamo  propofli . 

25.  Prima  d’  andare  innanzi  credo  opportuno  di  non  la¬ 
nciare  inavvertita  una  curiofa  proprietà,  che  in  tutte  le  fe¬ 
rie  di  fottrazione  e  di  addizione  combinabili  colle  prime  del¬ 
le  maniere  ho  rimarcato,  per  occafione  dell’ ultimo  efempio. 
Che  fi  è  egli  fatto  nelle  fuppofizioni  di  #=2,  A  =3,  f=8 
per  conofcere  il  valore  dell’  8.°  termine  di  (Pj?  Si  fon  prefi 
in  ( D )  8  termini  principiando  dall’  ultimo  e  venendo  fino 
al  primo  che  fono  8,7,5,4,3,2,131;  altri  8  dal 
primo  fino  all’  ottavo ,  cioè  1,  1  ,  2,  2,3,  3,  4,  4  nel¬ 
la  ferie  (C);  poi  procedendo  dalla  finiftra  alla  delira  in  tut¬ 
te  e  due  le  file  fi  fono  moltiplicati  tra  loro  i  termini  di  po¬ 
llo  eguale  ,  come  qui  fi  vede  ,  8.1,  7.1  ,  5.2  ecc.  fino  all’ 
ultimo  1.4  ;  e  la  fomma  di  tai  prodotti  ha  generato  1’  8.° 
termine ,  di  cui  s’  andava  in  traccia .  Fatta  ora  la  rifleffione 
che  alla  ferie  (  D)  corrifponde  1*  ipotefi  di  x  =  3  che  è  lo 
ilefib  valore  di  A,  e  alla  ferie  (C)  x=i  che  è  pure  la  no- 
ilra  ipotefi,  fi  cangino  i  dati,  e  fia  xz=.  2  ^  A  —  2  ,  t  7. 
Poiché  la  fuppofizione  di  A=2  ci  porta  alle  prime  ferie  di 
addizione,  ed  è  x  -f  A  =  4,  fi  fa  evidente,  che  noi  cerchia¬ 
mo  il  7.0  termine  della  ferie  ( 0 )  ($.14.).  Dunque  coll’ana¬ 
logia  dell’  efempio  fuperiore  fi  ferivano  al  rovefeio  i  7  pri¬ 
mi  termini  di  (C),  cioè  4,3,3,2,2,131,  perchè 

I,  I,  2,  2,  3j  So  4 
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A  =  2, e  poi,  perchè  anche  *1=2,  fi  fottopongano  agli  altri 
i  7  Primi  termini  della  fletta  ferie  (C)  prefa  dirittamente, 
dipoi  fi  efeguifcano  le  moltiplicazioni  ne’  termini  che  fi  cor- 
rifpondono  verticalmente;  e  fi  ottiene  4  3  _)_  ^  4  <5 

+  3  +  4  —  3°  5  c^e  è  precifamente  il  valore  del  7.0  termi- 
ne  di  (0).  Quella  regola  fi  vedrà  verificata  in  qualunque  al¬ 
tro  efempio  e  la  efprimo  generalmente  così.  Sia  da  trovarti 
il  valore  di  Z('>*+K)  .  La  determinazione  di  A  ci  indica  a 
quali  ferie  di  addizione  ,  o  di  fottrazione  appartenga  quello 
termine  ,  e  il  num.°  at-J-A  ci  dà  il  valore  della  x  che  ti 
feri  ve  lateralmente  alla  ferie,  e  refla  quindi  noto  il  numero 
della  fila  nella  quale  è  collocato.  Conofciuto  ciò, 

nelle  prime  ferie  delle  maniere  fi  attuma  quella  che  corrif- 
ponde  a  xz=:?\  e  1’  altra  che  fpetta  al  valore  di  x  ,  e  in 
ambidue  prefo  il  num.°  t  di  termini,  il  i.°  della  2/  fi  mol¬ 
tiplichi  nel  tesima  della  prima;  il  2.0  della  2*  nel  t  —  i“im* 
della  prima  ecc.  fino  al  prodotto  del  della  2.*  nel  i.# 

della  prima.  La  fomma  di  quelli  prodotti  farà  eguale  a 
Z‘(' ,*+*>.  £  quella  fletta  regola  fi  deduce  dall’equazione  ge¬ 
nerale  (§.  19.)  per  tutte  quelle  ferie  ;  =  xn*-x 

Knc~zN'  ecc.,  la  quale,  perchè  gli  N  appartengono  ai  va¬ 
lori  di  X,  fi  potrebbe  con  maggior  chiarezza  fcriver  così; 

26.  Includendo  ,  come  abbiam  detto,  i  termini  generali 
delle  noflre  ferie  trovati  col  prefente  metodo  la  necefiìtà  di 
formare  una  o  più  ferie  che  comincino  dal  primo  termine 
fino  a  quello  di  pollo  t  ,  e  togliendo  ciò  la  naturale  indi- 
pendenza  ,  che  le  forme  de’  lor  valori  devono  avere  ;  per  da¬ 
re  ad  etti  quelle  forme  io  non  veggo  per  ora  altro  partito 
che  quello  di  ricorrere  alle  ufitate  regole  ,  per  mezzo  delle 
quali,  conofciuto  che  fìa  il  grado  delle  ferie  propolle,  e  il 
numero  sì  delie  radici  eguali  che  difuguali  nelle  fcale  di  re¬ 
lazione  che  lor  competono  ,  fi  prefentano  nel  loro  vero  af¬ 
fetto  quelli  termini  generali  ..  Dobbiam  però  confettar  con 
piacere,  che  all’ottenimento  di  un  tal  fine  ci  riefee  di  mol¬ 
ta  utilità  f  equazione  generalittrma  Zc'  ==  Z^~*  r"+K> 

4- Z^ >  . (&),  la  quale  è  frutto  de’ nuovi  fimboli  e 

abbraccia  tutte  le  ferie  dei  problema .  Con  ciò  in  fatti  io 
non  ho  bifogno  d’  altro  che  di  fapere  il  grado  della  ricor- 

Nnmi  ij 
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rente  per  le  ipotefi  di  x  =  2  ,  o  ;  e  la  equazione  (k)  mi 
bafta  per  conofcere  i  gradi  di  tutte  le  altre  ferie ,  fenza  aver 
da  trovarli  a  tentone ,  come  far  dovrebbe!! ,  quando  fi  man¬ 
cale  di  qualche  guida.  Fatta  pertanto  la  fuppofizione  di 
x  =  2  ,  A  =  o,  quefta  ci  porta  alla  ferie  1,1,  2  ,  2,  3 ,  3  , 

4,  4  ecc . (C),  c^e  è  la  i.a  delle  ferie  delle  maniere 

(§.2.)  ;  ed  efia ,  come  fi  può  veder  facilmente ,  è  una  ricor¬ 
rente  di  3.0  grado,  che  ha  per  fcala  di  relazione  l’equazio¬ 
ne  z.3 — i=(z-i)(ìz-i)  =  o.  Cerchi!!  ad- 
e!fo  di  qual  grado  fia  la  fufleguente  ferie  (  D  )  che  nafee  dal 
fupporre  x=3,  A=o.  Coll’  ufo  di  quefti  valori  l’equazio¬ 
ne  (k)  diventa  ZCf  > 3) —  Z^~3  > 3)  =  Z(f  » 2) .  Ora  fe  fofie 

—  ZC'-3,^  —  o  ,  la  teoria  delle  ricorrenti  femplici  ci 
avvierebbe  fubito  ,  che  la  ferie  fpettante  al  termine  genera¬ 
le  Z(',3)  è  ricorrente  di  3.0  grado  .  Dunque  effondo  ZCS 3) 

—  Z('~3  >  3)  =  ZC' > 2) ,  e  fapendofi  che  Z(f>2)  è  il  termine  ge¬ 
nerale  d’ un’ altra  ricorrente  di  3.0  grado,  ne  viene  per  con- 
feguenza,  che  Z^>3)  quando  appartiene  alla  ferie  (D)  ,  la 
coftituifce  una  ricorrente  di  6.°  grado.  Così  per  la  3.*  (E) 
abbiam  l’ ipotefi  di  x  =  4,  A=o,  a  cui  corrifponde  l’equa¬ 
zione  Zc'>4) — Z(f“4 > =jZc#  >3) .  Il  primo  membro  di  quefta 
eguagliato  a  zero  ci  porterebbe  a  una  ferie  di  4.0  grado .  Ma 
Z^,3)  vuole  una  ferie  di  ó.°  Dunque  (E)  è  ricorrente  di 
io.°  grado.  Ragionando  Umilmente  per  le  foglienti  ferie  ( F ) 
ecc.  fi  fa  palefe  ,  che  nella  coftante  fuppofizione  di  À  =  o  ? 
all’  equazione  Z^  >M)  =  Z(f~~*> Z^  del  valore  generi- 

(x  -f  i)x 

co  x  appartiene  una  ricorrente  di  grado - . 

“2t 

27.  Paftìamo  prefentemente  alle  i.e  ferie  di  fottrazione 
{G),  (H),  (I)  ecc.  ( §.  9.)  per  le  quali  è  fempre  À=  1 ,  e 
vale  1’  equazione  Z^>*+r^ —  Z(*-*  >  =  ZP  > y)  ovvero 

Z V’*)- — >  *>  =: Zt*  >  .  Ommefla  la  ferie  (G)  che 

è  parallela  fi  dia  principio  dalla  (H)  che  efige  1’  ipotefi  di 
x  =  2  ;  ed  effondo  efta  la  ferie  aritmetica  de’  numeri  natu¬ 
rali ,  confiderata  come  ricorrente ,  farà  di  2.0  grado  e  le  cor- 
rifponderà  il  termine  generale  ZCC^.  Sia  poi  x=  3  ,  cioè  fi 
voglia  conofcere  il  grado  di  (I)  .  Per  quefta  avremo  Z^>3' 

—  Z^dbZP.*!;  e  fe  fotte  TP , 3)  —  Z^2  »  «  =  o  ,  farebbe 
Zo,1^  li  termine  generale  d’  una  ferie  di  2.0  grado.  Sicché 

7  / 


ricorrenti; 


non  emendo  eguale  a  zero  quel  i.°  membro,  ma  bensì  egua¬ 
le  a  ZCf>2)  che  richiede  Umilmente  una  ferie  di  2.0  grado, 
Z('  » J)  apparterrà  a  una  ricorrente  di  4.0  e  di  tal  grado  fa¬ 
rà  (I).  Ali’  iftefla  maniera  decorrendo,  troveremo  (L)  di 
7.0  grado,  (M)  di  n.°  ecc.  ,  onde  generalmente  la  1/  fe¬ 
rie  di  Attrazione  che  fpetta  al  num.°  x  farà  dei  grado 
x(x  —  1 )  , 

— -  +  i. 

28.  Per  le  prime  ferie  di  addizione  fi  fa  A  =2  ,  e  ab¬ 
biati*  1’  equazione  =  Z^ 1  ,  efiendo 

(C)  la  i.a  ferie  dell’  ipotefi  x=zi  ,  che  dà  Z^ }  2)  per  ter¬ 
mine  generale  della  ricorrente  di  3.0  grado.  Se  ^  =  3  nafce 
Z^>3) —  Z^_1 ,3)  =  Zc'  » 2) ,  dove  il  i.°  membro  elìge  una  fe¬ 
rie  di  i.°  grado,  e  P  omogeneo  di  comparazione  Z^ff2)  una 
di  3.0;  e  quindi  a  x  =  3  compete  una  ferie  di  4.0.  Parimen¬ 
te  le  ferie  di  6°. ,  90. ,  13.0  ecc.  faran  volute  dalle  fuppofi- 
zioni  di  at=4,  5,  6  ecc.,  e  però  il  grado  della  ferie  fpet- 

tante  a  a;  verrà  efibito  dalla  formola  ^ - - - 4-  3 . 

2 

29.  Spingendo  avanti  P  indagine  ,  le  2/  ferie  di  Attra¬ 
zione  pel  valore  generico  #  fi  troveranno  del  grado 

( OC  "  ~~  ^  — •  2  ) 

— - — - j-  6  ,  competendo  ad  effe  P  ipotefi  di  A  =r=  3  ; 


le  2.e  di  addizione  fono  del  grado 


(x— 3)^—4) 


r-J—  X< 


ecc. 


onde  trarrem  finalmente  per  le  ferie  del  valore  generale  A 

,  ,  ,  ,  ,  ,  (x  —  (A — *))(X  —  ,  *PW-i) 

la  formola  del  grado  =  ^ - — -  - -  ,  av- 

2»  2 

vertendo  che  in  ciafcun  dei  fifiemi  di  quefie  ferie  la  prima 
da  notarfi  è  fempre  quella  ,  a  cui  corrifponde  P  ipotefi  di 
x  =  A . 

30.  Acquiftata  che  fia  la  notizia  del  grado  della  ricor- 

r  rr  1  u  r  ,  ■  r  t  (X  ~  ( A  ~  1  )  )  (X  ~ A) 

rente  eipreiio  dalla  formola  univerlale  - — — - — - - 

2 

*-j-  . (w)  5  fi  fa  che  tanti  debbono  efiere  i  fuoi 

2 

moltiplicatori ,  che  generano  la  fcala  di  relazione,  quanto  è 

Nnnn  iij 
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il  numero  (  u  )  ,  e  che  per  la  loro  determinazione  fa  duopo 
aver  noti  i  primi  termini  della  ferie  di  num.°  2 {u).  Ora 
quello  potrebbe  talvolta  riufcire  di  troppo  grande  imbaraz¬ 
zo  ,  fe  una  riflefiione  opportuna  non  ci  minorale  notabilmen¬ 
te  la  moleflia  del  calcolo  e  non  ci  agevolale  la  rifoluzione 
delle  equazioni  lineari  che  contengono  i  fuddetti  moltiplica- 
tori,  obbligandoci  foltanto  ad  aver  dati  nella  ferie  termini 
di  numero  (u)- f- 1  .  Cominciamo  dalle  i.e  ferie  delle  ma¬ 
niere,  e  fi  prenda  in  mano  la  ferie  (D)  ,  a  cui  fi  riferifce 
T  equazione  ZC#J  ì)  =  Z('t~3  »  2) •  E'  cofa  chiara  ,  che 

nella  precedente  ferie  (  C  ) ,  che  corrifponde  all’  ipotefi  di 
x  =  z  i  due  termini  avanti  al  primo  fon  zero  ,  eflèndo  il 
3.0  e  il  4.0  alla  finifira  —  1  ,  —  1  ,  il  5.0  e  il  6.° ,  —  2  , 
—  2  ecc.  Fatto  pertanto  t  =  3  ,  t  =  2  , 

#  =  — 1,  per  la  ferie  (D)  nafcono  le  equazioni; 

1/  z<3>3>=z^3>4-z(3>2> 

2/  Z<2  »  3>  —  Z(~*  > 3^  Z<2  »  2> 

3.*  Z<,.*>  =  Z<-*.3>  +  Z<,’1> 

4/  Z^>3^r=Z^-3>3>+Z^°,2) 

5  -  ZC“*  ,3>=:Z^-4»  »>  +  Z^1  ,2) 

Ma  Z<^3>c=2,  Z^»^=5  2.  Dunque  la  1/  darà  Z<#»3>  =  o. 
Nella  2/  abbiamo  Z(2>3)  =  1  ,  Z(z>l^==:i5  e  cosi  nella  3/ 
Z^>3^=i,  &>'>*>=!.  Quindi  Z^,D>  =  o  ,  Z<-*.«  =  o, 
Parimente  elfendo  nella  4/  Z(0’3:)  =  o  Zc°»2)=o,  e  nella 
5/  Zc_* , 3>  =  o,  Z^'i2)z=:  o,  faranno  necefiariamente 
Z(~3>3)r=o5  Zc_4j3^=:o.  Laonde  in  (F)  ficuramente  5  ter¬ 
mini  innanzi  al  primo  fon  zero.  Non  farà  però  nullo  il  6.°, 
avendoli  per  elfo  P  equazione  Z^~2  » 3^  =  Zc-y  » ^ —  Zc-2,2^, 
dove ,  perchè  Z^-2  »  3>  —  o  5  e  Zc“2  » 2)  =  —  1  ,  debb’  e  fiere 
»  3>r=  i  .  Termina  pertanto  nella  ferie  protratta  alla  fini- 
lira  il  numero  de’  zero  al  5.0  pollo  ;  ed  avendo  efia  6  mol¬ 
tiplicatori,  come  deduce!]  dalla  forinola  (u)  modificata  alle 
ipotefi  di  Àzro,  #  =  3,  rifui  ta-  che  i  termini  zero  anterio¬ 
ri  al  primo  fono  di  num.°  (u)  —  1  .  La  Itelfa  concludono 
trarremo  dall’  indole  della  ferie  (C  )  la  quale  è  di  3.0  gra¬ 
do  ed  ha  2  foli  termini  al  primo  che  fono  =0.  Ed  adat¬ 
tando  il  raziocinio  alle  altre  ferie  (E)  ,  (F)  ecc.  reitera 
fernpre.  verificata  la  propofizione ,  che  il  1.®  termine  di  que- 
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fle  ferie  farà  preceduto  da  ( u ) —  i  termini  di  valor  nullo: 
E'  ora  evidente  ii  vantaggio  che  ci  vien  prodotto  nel  cal¬ 
colo  da  una  tal  proprietà  ,  e  ci  fervirà  d’  efcmpio  la  ferie 
(D)  di  cui  vuoili  determinare  i  6  moltiplicatori  ,  che  fup- 
pongo  edere;  a ,  b ,  c,  i,  e,/.  Segno  di  ella  i  7  primi 
termini,  premetto  i  5  termini  zero,  e  fottopongo  i  6  mol¬ 
tiplicatori,  come  qui  fi  vede; 

0  3  0  3  °3°3°3  1  >  1  >  3  ■>  4 ,  5  5  7  ecc. 

c,  d  i  e  )  f 

Efeguite  poi  le  confuete  moltiplicazioni  trovo  Abito /=i, 
e  con  altre  equazioni  fempliciffime  e=zi  0  dr=^o0  c  =  —  i5 
£  = — 1  5  d=i  ,  onde  rifulta  per  (  D  )  la  fcala  di  relazio¬ 
ne  z6 —  zs — z,4  -j-  z2  -J-  2: — -i=o,  ovvero 
(z — I)(z'2 — 1  )  (z3  —  i)  =  o.  Senza  lo  fcoprimento  di  tal 
proprietà  mi  farebbe  convenuto  trovar  12  termini  della  fe¬ 
rie,  e  poi  rifolvere  6  equazioni  contenenti  tutti  i  6  molti¬ 
plicatori  indeterminati ,  il  che  non  farebbe  flato  di  piccolo 
incomodo . 

31.  Non  ci  vien  meno  la  flelTa  regola  degli  (u)  —  1  ze¬ 
ro  termini  innanzi  al  primo  per  le  altre  ferie  di  Attrazione 
e  di  addizione  .  Confideriam  per  efempio  le  ferie  delle  i.e 
Attrazioni.  Io  veggo  che  quando  x—i^  effendo  la  compe¬ 
tente  ferie  (H)  di  Attrazione  una  ferie  aritmetica,  il  ter¬ 
mine  anteriore  al  primo  debb’  effere  necefTariamente  zero,  e 
quindi  Zc°>2)  =  o;  ma  non  cosi  Accede  dei  termini  ulterio¬ 
ri  alla  flniflra ,  i  quali  fono  — 1,  — *2  ecc.,  cioè 
Z^1  »  2)  —  —  1  ecc.  Ora  quanti  termini  eguali  a  zero  avrà 
la  fuffeguente  ferie  (  I )?  Per  quella  vale  1’  equazione 
Z(f  >  =  Zc'~2  >  ^  -|~  Z('> 2) ,  onde  fatto  fucceffivaraente  2, 

1,0,  nafceran  le  equazioni; 

1*  Z =  Zc_1  >  -f-  Z<*  > 2) 

3/  Z<>^  =  Z<-2,^  +  Z(°> 

E  perchè  (§.  9.)  Z(2’3)=2,  Z(2j^=  2,  farà  Z(0  * 3)  o  . 
Così  per  effere  Z^1  » 3)  =  1  ;  ZCl  > 2)  =  1  ,  avremo  Zc—1  » 3^  =  o  ; 
e  da  ultimo  anche  Z^-2  >  ^  o  ,  perchè  Z^0  e  Z^j2-*  fon 
zero.  Oltre  di  quelli  3  non  abbiamo  altri  termini  preceden¬ 
ti  di  valor  nullo;  e  ficcome  (I)  è  una  ricorrente  di  4.0  gra- 
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do,  e  (H)  di  2.0,  realmente  i  termini  zero  che  anticipano 
il  primo  fono  di  num.°  (u)  —  1  ;  il  che  fi  troverà  realizza¬ 
to  non  folo  nelle  fufleguenti  ferie  (L),  (  M)  ecc.  5  ma  in 
tutte  le  altre  di  addizione  o  di  filtrazione  ,  che  fon  richie- 
fie  dal  problema. 

32.  Facilitandoli  con  tale  avvertenza  il  ritrovamento  de’ 
refpettivi  moltiplicatori  nelle  anzidette  ferie  ,  non  farà  più 
che  un  aflfar  di  calcolo  il  determinar  la  forma  delle  fcale  di 
relazione  che  ad  effe  appartengono  .  Io  credo  bene  di  met¬ 
terle  qui  tutte  fotto  un  fol  punto  di  villa, perchè  proceden¬ 
do  efie  con  una  legge  affai  chiara  fi  poffa  ad  ogni  cafo  pro- 
trar  la  ferie  delle  fcale  quanto  bifogna. 

Per  le  i.e  ferie  delle  maniere;  (z-i)(z2~i)(z,3-i) ...  o 

2.*  di  filtrazione;  (2>i)2(z.2-i)(z,3-i) ... o 

3/  di  addizione;  (z,-i)2(z,2-i)2(z.3-i) o 


4.®  di  fottrazione  ;  (z-i)2(z2-i)2(z3~i)2(2:4-i)...(z.*”3~i):=o 


tsime 


>  C  (x-i)*(x'-i )’(x,-i)*...(x',:,-x)'=:  o ,  fe  x  è  pari 
>  (x-i)’(x*-i )=o,  Ce  x  è  difpari 


x.t,hM  ;  (x  —  i)‘(z‘  —  1)  (z3  —  1) ...  (x”-’  —  1)  =  o 
(*+ 1  ).",w  (z  —  1  )  (x*  —  1  )  (  z3  —  1) ...  (z“  —  1  )  t=  o  . 


x  4*  2 

Sinché  il  num.°  delle  fuddette  fiale  è  minore  di  -  fe  x 

2 


è  pari  ,  o  minore  di  fe  x  è  difpari  ,  fi  accettino  le 

2» 


forme  delle  prime  fcale  notate  ;  ma  quando ,  fecondo  che  x 
è  pari  o  caffo  ,  fi  arriva  al  num.°  — - — ,  ovvero  —  ,  fi 


debbono 
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debbono  afiumere  le  forme  che  a  quelli  numeri  corrifpondo- 

/y.  1  »  tsimo 

no.  Dalla  equazione  (x-\-i)ts'm  rifalendo  lino  alla  { - )  , 

v  2  ts*m* 

o  ( - )  ,  ritornan  le  ftefle  equazioni  che  fonofì  notate 

x  4-  i  esima 

difcendendo  dalla  prima  fino  alla  fielTa  ( - j  o 


X  -f-  2\ 

( - )  ;  per  la  qual  regola  deve  apparir  due  volte  la 


tstma 


/*+In 
equazione  - ) 


tsnno 


fe  x  è  difpari ,  e  una  Talvolta  la  equa¬ 


zione 


33* 


X  4-  2\ 

(  - )  ,  fe  x  è  pari 


osi  m* 


Ecco  ora  tutto  preparato  per  lo  ftabilimento  de’  ve¬ 
ri  termini  generali  delle  nollre  ferie.  Alle  loro  equazioni  di 
relazione  fi  dia  quella  forma  che  fa  veder  feparate  le  radici 
eguali  dalle  difuguali  ,  e  poi  lì  applichino  ad  elle  le  teorie 
cipolle  diffufamente  nella  Memoria  che  va  innanzi  a  quella 
Appendice,  ricordandoli  nello  llefio  tempo  di  ciò  che  fi  è 
detto  al  §.  15.  relativamente  agl’  ingrefiì  delle  diverfe  ferie 
di  fottrazione  e  di  addizione,  onde  in  (A)  limitata  al  ter¬ 
mine  p  prendendo  x  termini  fi  abbia  il  giullo  numero  delle 
maniere,  con  cui  fi  può  formare  una  data  fomma  .  Sia  per 
efempio  xz=zz.  Quella  ipoteiì  efige  3  ferie;  la  i.a  delle  ma¬ 
niere,  la  2.a  di  fottrazione,  e  la  3/  di  addizione.  La  fcala 
della  i.a  è  (z — 1)  (z*  —  1)  =  o  ,  ovvero  (z — i)s  (z  4-  1)  =5  °  ; 


x  4—  2 

quella  della  2/  che  vien  data  dalla  formola  ( - )  è 

\)z  7zz :o;  e  la  3/  è  poi  il  ritorno  della  i.a  Di  quella 
fi  troverà  il  termine  generale  efprelfo  dalla  Tegnente  equazio- 

"1—1 — { — .  q  per  la  2.*  di  fottrazione  fa- 
4  4 


turno- 


ne  ;  Z(' } 


rà  finalmente  per  la  3.* 

*  T  / _ i  T  \t!/ 


2/  -hi  (—  1) 


.  Riprefa  pertanto  1*  efprelfione  ge- 


7±tu ,  : 

4  4 

nerale  degl’  indici  de’  termini  (§.  15.); 

Tomo  III.  Oooo 
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V  ---  Àfr  -f  zP  —  ix) 

tK=zt —  — - ,  e  fatto  in  ella  2  ,  e  fuc- 

2  3 

cettivamente  À— 1,  A  =  2 ,  avremo  ^ ~J—  1  ~ /?  ; 

t"  =  f  -j~  1  —  ip .  Si  voglia  ora  fapere  in  quante  maniere  con 

2  termini  della  ferie  aritmetica  che  va  fino  al  num.°  30  fi 

polla  fare  la  fomma  40  .  Poiché  in  genere 

1  V 

t~s~ f- 1  - —  ($.  4.),  effendo  *==-40,  x=2,  farà 

2 

*  =  38  e  p=S o;  il  che  dà  t'  =  9  ,j"  =  — 21  ;  e  quell’  ultimo 
valore  riufcendo  negativo  lignifica  che  non  è  ancora  entrata 
la  3/  ferie  ,  e  che  battano  le  2  prime  .  Onde  colle  fotti  tu¬ 
rioni  avremo  Z(38  }2)  r=Z(', 2)  — .  —  =  19;  e  TS~V  ^ 

4  4 

Z(9  »  ^  rrr  9  ;  e  quindi  Z^8j2) — Z^9  }  :=  I  o  ,  cioè  in  IO 

maniere  diverfe,  ove  fia  a;=2,  e  p  =  $o  ,  fi  potrà  far  la 
fomma  40  . 

34.  La  fomma  mattima,  che  fi  può  formare  con  2  in  30 
numeri  di  (A),  è  30-4-2 9^59  5  cui  corrifponde  £—57, 
che  è  pure  il  mattìmo  indice  de’  termini  .  Ma  1’  indice  t'' 
che  appartiene  alla  3/  ferie  di  addizione  vien  dato  dalla 
ugualità  t"  =  t- j-  1  —  ip  ,  la  quale  pollo  t  =  57  5  />=:  30  , 
fi  cangia  in  t"  z=z  5 8  —  60= — 2.  Dunque  è  manifetto,  che 
non  è  ancora  entrata  la  3.  ferie  quando  fiamo  alla  mattima 
delle  fomme  fattibili  ;  il  che  vuol  dire  che  quella  3/  ferie 
riefce  fempre  inoperofa;  anzi  ,  perchè  in  genere  la  3/  ferie 

ha  il  fuo  in  gre  fio  alla  fomma  s  z=z6  -  — — — +  ^  15)  ^ 

2 

cioè  pel  nottro  cafo  alla  fomma  ettendo  24-2 p 

fempre  maggiore  di  p-\-p — 1  che  è  la  mattima  delle  fom¬ 
me  ,  non  potrà  mai  ella  avere  impiego  alcuno  nella  determi¬ 
nazione  delle  maniere  cercate,  e  fervirà  folo  per  render  nul¬ 
lo  il  numero  di  quelle  maniere ,  qualora  ci  proponettìmo  al¬ 
cuna  fomma  fuor  delle  fattibili  e  maggior  della  mattima, 
coficchè  il  numero  delle  maniere  onde  formarli  non  potette 
divenir  zero  colle  fole  prime  2  ferie.  Ciò  avverrebbe,  per 
dirne  pur  una,  alla  fomma  66,  cui  compete  ^  =  64,  rima¬ 
nendo  invariata  1*  ipotefi  di  p  =  ^o.  Quindi  natte  *'  =  35; 


* 
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*"  =  55  e  però  >  2>  —  — 9  —  -  =  3  2  ;  Z<"  ,*>  =  35; 

4  4 

- 1 —  ==  3  ;  e  finalmente  Zc'> 2)  —  Zc"  ,*> 

4  4 

> 2)  ==  32  —  o5  come  debb’  e  fife  re  . 

35.  Da  ciò  che  s’  è  detto  ne’  due  precedenti  §§.  fi  può 
vedere  di  quanta  utilità  riefca  il  fegregare  dalle  noflre  inda¬ 
gini  quelle  ferie  ,  che  rifguardando  unicamente  le  fomme 
maggiori  della  maffima  ,  fui  numero  delle  maniere  cercate 
non  poffono  avere  alcuna  influenza  ;  la  qual  cofa  può  effet¬ 
tuarli  in  qualunque  ipotefi  di  x  e  di  p .  Ma  da  un’altra  fon¬ 
te  trarremo  ancora  maggiori  vantaggi  per  abbreviarci  il  cal¬ 
colo  e  ridurci  al  minor  numero  poflibile  di  ferie  che  ballino 
a  farci  ottenere  1’  intento .  A  quel’  oggetto  dobbiam  ricor¬ 
darci  delle  2  parti  afcendente  e  difendente  (§.  4.  )>  in  cui 
fi  pofiòno  confiderar  divife  le  ferie,  i  cui  termini  efprimono 
il  precifo  numero  delle  maniere ,  onde  formare  quallilia  fat- 
tibil  fomma  .  Ivi  notammo  ,  che  nelle  dette  2  parti  i  ter¬ 
mini  delia  ferie  egualmente  diflan ti  da  quello,  che  ha  il  maf- 
iìmo  numero  di  maniere,  fono  tra  loro  eguali,  e  che  abbia¬ 
mo  quello  maflimo  numero,  ove  fia  P  indice  de’  termini 

px-xz  .  v  r  .  r  r  x(p+i)  0 

t  =  1  -f-*  - ,  cioè  quando  fia  la  fomma  S  - —  •  on¬ 


de  nell’  equazione  del  §.  15  ;  tK  =  t  — 


A2  —  A(i  4-  2p  —  2x) 


furrogando  in  vece  di  t  il  valore  1  4-.  — — —  ,  rifulterà 

*  'i 

.  *-+ 

2  2Atf  ~(À24- A-f  2?\p±x2)  .  ,, 

tK  =2 - : - - £ _ L _ :  ;  e  arriveremo  al  ter- 

2 

mine  di  mezzo  della  ferie  primitiva  delle  maniere  fenza  che 
abbiano  ancora  avuto  il  loro  ingreflò  le  ferie  fpettanti  all’ 
indice  de’  termini  tK  femprechè  fia  2  -\-px  -|-  zhx  <  A2  A 
4-  2A^  +  a:2,  perchè  in  tal  cafo  tK  è  negativo.  Sia  ora  data 

$c(p  j  X  ) 

una  fomma  delle  fattibili  sr  >  — - -  ,  che  deve  neceiTaria- 

2 

mente  corrifpondere  a  qualche  termine  della  parte  difcenden- 

O  o  o  o  i  j 


6$o  Delle  Serie 

te  della  medelìma  primitiva  ferie,  e  rapprefenti  s  la  fomma 
equidiftante  dalla  media  S  nella  parte  afcendente;  per  pro¬ 
prietà  della  ferie  aritmetica  delle  fomme  farà 
s~x(p-{-  i) — j\  Sicché  febbene  per  la  fomma  s'  potrebbe¬ 
ro  aver  luogo  più  ferie,  non  effendo  effe  ancora 'entrate  per 
la  fomma  s  e  dovendo  sì  *  che  s'  formarli  in  egual  numero 
dì  maniere,  ballerà  dato  s'  trovar  ^  e  coir  impiego  di  mi¬ 
nor  numero  di  ferie  alfegneremo  a  sr  il  quantitativo  delle 
maniere  che  elìge  5;  con  che  fi  fa  un  rifparmio  non  indiffe¬ 
rente  di  calcolo  e  di  fatica . 

36.  Renderò  fenlibile  quello  vantaggio  col,  feguente  efem- 
pio.  Affilino  r  ipotelì  di  x  =  5,  la  quale  di  fua  natura  er¬ 
gerebbe  6  ferie  ,  e  cerco  quante  di  effe  ne  abbifognano  per 
arrivare  al  termine  medio  nella  prima.  Per  ottener  ciò  adat- 
.  p  •  2  px  -f-  2?\X — (A2  4~  A  q-  l7\p  4-  x*) 

to  1  equazione  tK = — - » - — — — — £_L '  aj  va_ 

2 

lore  di  *  =  5  ,  e  ri'fulta  *  =  ^  +  ~  ^  + 

2 

Facciali  in  quella  A  =  1  ,  e  ìjafce  t'  =  ^ 

Dunque  la  i.a  delle  fottrazioni  avrà  ingreÙo  nella  parte  a- 
fcendente  della  ferie  primitiva  delle  maniere ,  quando  fia 
1 1  ~F  5P  >  26  2P,  ovvero  p  >  5  ;  il  che  vuol  dire  che  en¬ 

trerà  fempre  fuorché  nell’unico  cafo  di  /?  =  5  .  Paffando  con- 
fecutivamente  all’  ipoteli  di  A  2  ,  diventa 

t" _ 2°  -f-  yp  —  (29  4-  4/7)  .  ,  ,  T  , 

*  - - - -  .  e  in  qUe{t  ultimo  membro  debb 

2 

effere  20  -f-  5^  >  29  -f- 4/?  ,  cioè  p  >  9  ,  perchè  abbia  luogo 
nella  fuddetta  parte  afcendente  la  nuova  ferie  delle  addizio¬ 
ni,^  e  quindi  fe  p=2  5  ,  6 , 7 , 8 , 9  ,  le  2  prime  fono  fufficienti 
ed  e  inutile  quella  3/  ferie.  Facendo  poi  A  =3,  fi  ha 
29  -f.  —  (34  4.  6p) 

t  —  - - - -  ,  nella  qual  forinola  lì  vede  che  ne- 

ceffariamente  f  è  negativo ,  qualunque  li  a  il  valore  di  p  ;  e 
molto  più  troverete  negativi  i  valori  di  #w/,  tm  ,  che  riguar^ 
dan  le  2  ultime  ferie .  Dal  che  inferiremo  ,  che  ai  più  col¬ 
le  fole  3  prime  ferie  ci  verrà  fatto  di  affegnare  nella  parte 
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afcendente  della  primitiva  quel  numero  di  modi  che  fervono 
a  formare  qualfifia  fomma  in  tal  parte  collocata  ,  e  in  con** 
feguenza  il  num.°  di  modi  ,  che  compete  a  qualunque  altra 
fomma  riferibile  alla  parte  difendente  .  Pongo  il  cafo  che 
fia  p  =  3 o  e  la  fomma  data  131.  Poiché  la  fomma  media  S 
diventa  ~  77  \ ,  cioè  le  2  fomme  medie  fono  77 ,  78  ,  ap¬ 
partiene  13 1  alla  parte  difendente  della  1/  ferie.  Laonde 
$'=131,  e  però  ^=24,  potendoli  in  tante  maniere  forma¬ 
re  la  fomma  131  in  quante  fi  forma  la  fomma  24,  $he  è 
iituata  nell’  indice  de'  termini  tz=.\o  .  Prefo  pertanto  il  io.° 
nella  ferie  (  F  )  (0.  2.),  farà  7P°  >  s)  23  ;  e  per  ragion  dei- 

,  r  1  ,  A2  —  A(i  -f  2p  —  2X)  ,,  _ 

la  formola  generale  tKz=zt — - - - - - ~3  colla  folh- 


2 

tuzione  di  A=  1  e  colle  altre  determinazioni  fidate  ,  avre¬ 
mo  t' ■=. — 1 6.  Dunque  al  io.°  termine  di  (  F )  non  è  an¬ 
cora  entrata  la  i.a  ferie  di  filtrazione  ;  e  però  diremo,  che 
la  fomma  24,  e  in  confeguenza  la  data  fomma  131  ha  per 
la  fua  formazione  23  combinazioni,  fe  fi  prendono  nella  fe¬ 
rie  de’  numeri  naturali  ,  che  termina  al  3oei/W9,  cinque  di- 
verfi  numeri. 

37.  Chiuderemo  quella  Appendice  col  prefentare  i  termi¬ 
ni  generali  delie  ferie,  che  convengono  alle  3  ipotefi  di 

XZZ23  ,  xz=-4  per  conofcere  il  valore  di  qualunque 
termine  collocato  tra  il  primo  e  il  termine  di  mezzo  della 
1 .*  ferie  ,  aggiungendovi  ancora  le  formolo  principali  ,  alle 
quali  fi  dee  por  mente,  onde  refti  agevolata  l’indagine  del¬ 
le  maniere ,  con  cui  le  fomme  vengono  generate  .  E  ciò  af¬ 
fine  di  dare  un  efemplare  di  quello  fpecchio ,  che  dee  met¬ 
terli  innanzi  agli  occhi  il  calcolatore  ,  ove  gli  piaccia  d’  in- 
veftigar  ciò  che  accada  ne’  maggiori  valori  della  x.  Si  ve¬ 
drà  ,  che  quando  è  x=z  2  ,  bafta  la  i.a  ferie  all’  intento, 
perchè  l’ altra  eli  fottrazione  fubentra  un  termine  dopo  quel¬ 
lo,  che  fpetta  alla  fomma  media  e  riefce  perciò  inutile:  nel¬ 
le  2  altre  ipotefi  poi  la  fola  ferie  di  fottrazione  combinata 
colla  prima  foddisfa  pienamente  al  quelito . 


66  z 


Delle  serie 

(_d)  1 5  2  ,  3  ,  4,  5 . P 


C  £erie  delle.  fomme  ;  3  ,  4 ,  5  ,  óT.  ,.zp~i 
J  Somma  minima;  3;  Somma  maiTima;  2/? _ x. 

C  Somma  media  ;/>+!.  Porto  del  termine  cor- 
r  rifpondente  ;  p  — .  1 

x*  ip. x  z:  2  3  Somma  ali  ingrefTo  della  2.a  ferie;  p-\-2.  Po- 
(  fto  del  termine  nella  i.*;  p 

t  —  $  ”2j  t  ZZ.  t - •  p  -j—  1  •  $  ip  -j—  2  - 

zc", *)=/'. 

__ _ 4  4 _ _ _ 

Serie  delle  fomme;  6,  7,  8,  9,  io....3/>  — 3 

Somma  minima;  6  ;  Somma  maffima  ;  3/1 — 3 

Somma  media  ;  3-^ti  •  Porto  del  termine  cor- 


rifpondente  ; 


2 

Z7 —  3 


,4:-  v_,$Somma  a11’  ingreffo  della  2.“  ferie;  />  +  4  ;  Po- 
~  3  \  ifo  del  termine  nella  i.*;  />— i 

£  *  ~  s  ~~5  ■>  t' =  t  - p  +  2;  s  =  3p4-3~s'.  E  chiamate 
)  oc,  a  le  2  radici  immaginarie  dell’ unità  cuba; 
*  _  6tz  4-  24^4-  17  (— 1/  . 


l 


7Z 


8~  + 


‘+  a 


ZC»,,)r-^  +  4  ^'+l  (-0 

8  8 


// 


3-4  ip.  x  =  4 
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Serie  delle  fomme  ;  io,  n,  12,  13....  4^—5 
Somma  minima;  io;  Somma  m  affini  a  ;  4  p  —  6, 
Somma  media,  2p-f-2;  Porto  del  termine  cor- 
rifpondente;  2^  —  7 

Somma  all*  ingreffo  della  2 .*  ferie;  p-f-7.  Po¬ 
rto  del  termine  nella  1  .*,/>' — 2 
t  =  s  -9  ;  t' zzt  - p  j-3;  5  ~  4p  4  -  j'.  E  chiamate 
«j  *'  le  2  radici  immaginarie  dell’  unità  cu¬ 
ba  ;  e  fi  ,  /3'  le  2  immaginarie  dell’  unità 
quadrato-quadrata  ; 

gr>3  4)==2*3  +  *4**+8if+68  4-4)  (  —  i)* 


288 


- 1 - 


32 


t-t 


27 


27 


16 


4*'3  4-  30*'*  4-  6or'-f-  25  (—  1)" 


144 

(*"+*  4-  a'"+1)  2(V/4-«"/) 


16 


27 


27 
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